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矩阵初等变换的一些探讨与教学体会
姜德烁
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摘      要  ：  �在日常课程教学的基础上，结合具体实例对矩阵的初等变换在逆矩阵求解、向量组理论、线性方程组与特征向量求

解、矩阵对角化及求方阵幂等线性代数问题中的应用进行了较为详细的分析与阐述，给出了教学中的一些心得体会，

以便初涉该课程的读者对此有一个较好的了解与认识，藉此更好地学习和掌握线性代数这门课程。从课程思政角度探

讨了初等变换在信息编码、保密计算等现代科学问题中的应用，以便为课堂教学提供一些可供参考的素材。
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Abstract  :  � On the basis of daily course teaching, combined with concrete examples, the appl ication of 

elementary transformation of matrix in inverse matrix solving, vector group theory, linear equations 

and eigenvector solving, matrix diagonalization and linear algebra problems such as idempotent 

square matrix are analyzed and expounded in detail, and some teaching experiences are given. In 

order to have a better understanding and understanding of this course readers, so as to better learn 

and master the course of linear algebra. In order to provide some reference materials for classroom 

teaching, this paper discusses the application of elementary transformation in information coding, 

confidential computing and other modern scientific problems from the perspective of curriculum 

ideology and politics.
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矩阵的初等变换是线性代数课程中一个重要的内容。虽然概念本身较为简单，但应用却非常广泛，涉及到线性代数课程中的大多数

知识点。对该部分内容做一个较为系统的梳理与总结，并融入到平时的教学中，相信会起到很好的促进作用，同时也能让学生深刻认识

到知识间的密切联系，并极大激发其学习的兴趣和动力。本文，我们从逆矩阵求解、向量组理论、线性方程组与特征向量求解、矩阵对

角化等方面对初等变换的应用进行了较为详细的归纳探讨，给出了教学中的一些心得体会。最后，考察了初等变换在信息编码、保密计

算等现代科学问题中的应用。

一、相关概念

设 A 为 m n× 型矩阵。本文中，我们采用如下表述方式： ir 表

示矩阵的行，即第 i 行； jc 表示矩阵的行，即第 j 行。同时用 E

表示单位矩阵。

（一）初等变换

矩阵的初等变换有初等行变换和初等列变换之分。初等行变

换有如下三种情形 [1,2] ：

（1） 交 换 矩 阵 中 两 行（ 如 第 i 行 和 第 j 行 交 换， 则 记

为 i jr r↔ ）；

（2）矩阵的某一行乘以一个不为0的常数 k （如 ikr 表示第 i

行中的每个元素都乘以 k ）；

（3）矩阵中的某一行乘以一个不为0的常数加到矩阵的另一

行（如 j ir kr+ 表示第 i 行中的每个元素都乘以 k 加到第 j 行的对应

元素上）。

类似地，初等列变换也有三种情形。

（二）行阶梯形矩阵与行最简形矩阵

若非零矩阵 A 满足条件：

（1）非零行在零行的上面；

（2）非零行的首元（即该行第一个不为0的元素）所在列在

上一行（如果存在的话）首元所在列的右面，

则称矩阵 A 为行阶梯形矩阵 [1]。

进一步，若行阶梯形矩阵还满足如下条件：

（1）非零行首元为1；

（2）首元所在列的其它元均为0，

则称该矩阵为行最简形矩阵 [1]。
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二、在线性代数课程中的应用

（一）逆矩阵求解

若矩阵 A 可逆，则可利用初等行变换求出其逆矩阵。首先，

作一新的矩阵 ( )A E ，对其作初等行变换，使得左边的矩阵 A 化

为单位矩阵 E ，则右边的那块即为 A 的逆矩阵 [2] 。如下图所示

。

例1 求矩阵

1 1 0
1 0 1
1 2 1

A
 
 = − 
 − − 

的逆矩阵。

解 对矩阵 ( )A E 施行初等行变换，使得左边矩阵 A 化为单位

矩阵 E ，如下

1 1 0 1 0 0
( ) 1 0 1 0 1 0

1 2 1 0 0 1
A E

 
 = − 
 − − 



 



2 1
3 1

1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 0
0 3 1 1 0 1

r r
r r
+
+
 
 
 
 − 



 



3
3 2

1( )3 4
1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0
0 0 4 2 3 1 0 0 1 1/ 2 3 / 4 1/ 4

rr r × −−
   
   
   
   − − − −   

 

   

 

2 3
1 1 0 1 0 0
0 1 0 1/ 2 1/ 4 1/ 4
0 0 1 1/ 2 3 / 4 1/ 4

r r−
 
 
 
 − 



 



1 2
1 0 0 1/ 2 1/ 4 1/ 4
0 1 0 1/ 2 1/ 4 1/ 4
0 0 1 1/ 2 3 / 4 1/ 4

r r−
− − 

 
 
 − 



 



故 A 的逆矩阵为

1

1 / 2 1/ 4 1/ 4
1/ 2 1/ 4 1/ 4
1/ 2 3 / 4 1/ 4

A−

− − 
 =  
 − 

。

与其它方法的比较 当矩阵的阶数不太高时，也可以利用伴随

矩阵来求其逆矩阵（当矩阵可逆时）。但若矩阵的阶数比较高（大

于或等于3时），则伴随矩阵中各代数余子式的阶数也比较高，计

算起来其实是相当麻烦的（如 n 阶矩阵，它的每一元素都对应一

代数余子式，因此共有 2n 个，而每一个代数余子式中行列式的阶

数都为 1n − ，全部计算出来需花费相当多时间），因此这种方法

也就不太实用，而如果利用初等变换的方法，则可以很容易地求

出矩阵的逆矩阵。

（二）在向量组理论中的应用

利用初等行变换，可以求矩阵的秩，进而可以求向量组的

秩。由于等价矩阵的秩是相等的，我们可以先利用初等行变换把

矩阵化为与其等价的行阶梯形矩阵（或行最简形矩阵），则这两

个矩阵的秩是相等的。由于行阶梯形矩阵的秩即为其中非零行的

行数 [1,2]，故原矩阵的秩也为非零行的行数。如，

2 1
3 1 3 22

1 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 2 0 1 2 0 1 2

2 1 3 0 1 3 0 0 5

r r
r r r r

A
+
− +

     
     = −     
     −     

 

。

上例中，矩阵 A 经过两次初等行变换之后化为行阶梯形矩

阵，其中非零行的行数为3，故原矩阵的秩也为3。

设有 n 维向量组 1α


， 2α


，， sα


，把每个向量的分量按列

写出来，则作成一个 n s× 型矩阵。对该矩阵作初等行变换，化为行

阶梯形矩阵，其中非零行的行数即为该矩阵的秩。由于矩阵的秩也

为其列向量组的秩，由此得到向量组 1α


， 2α


，， sα


的秩。

例2 已知向量 1 (1,3, 2,0)α =


， 2 (7,0,14,3)α =


， 3 (2, 1,0,1)α = −


， 

， 5 (2, 1, 4,1)α = −


，求这个向量组的秩和一个极大无

关组，并把其余的向量用这个极大无关组表示出来。

解 设矩阵

1 2 3 4 5

1 7 2 5 2
3 0 1 1 1

( , , , , )
2 14 0 6 4
0 3 1 2 1

A α α α α α

 
 − − = =  
  
 

    

.

对 A 施行初等行变换 , 将其化为行最简形矩阵 :   

。

由于行最简形矩阵中非零行的行数为3，故矩阵 A 的秩也为

3，进而向量组 1α


， 2α


，， 5α


的秩为3。

另外，观察行最简形矩阵，它的第1列、第2列、第3列对应

的3个向量是线性无关的，因而矩阵 A 的前3列对应的三个向量

1 2 3, ,α α α  

也是线性无关的（初等行变换保持列向量组的线性相关

性）。注意到向量组 1α


， 2α


，， 5α


的秩为3，故这3个向量为

该向量组 A 的一个极大无关组。

最后，观察行最简形矩阵中的第四列和第五列，可以得到

4 5,α α 

的表示式：

4 1 2 3
2 1
3 3

α α α α= + +
   

， 5 1 2
1 1
3 3

α α α= − + 。

（三）解线性方程组

对线性方程组，可利用初等变换把其转化为一个同解方程组，

进而求出它的通解。首先，写出方程组的系数矩阵或增广矩阵（如

果是齐次线性方程组，则写出系数矩阵即可；如果是非齐次线性

方程组，则写出其增广矩阵）。对系数矩阵或增广矩阵作初等行变

换，化为行最简形矩阵。得到的行最简形矩阵对应一个方程组，该

方程组与原来的方程组等价。考察该等价方程组即得原方程组的

解 [2]。这是求线性方程组的一种有效且常用的方法。如下例

例3 求齐次线性方程组
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 3 0
3 2 0

2 3 5 5 0

x x x x x
x x x x x

x x x x x

+ + + − =
 − + − − =
 + + + − =

的通解 .

解 对系数矩阵作初等行变换，化为行最简形 :

  .

该最简形矩阵对应一个方程组，为

移项得

1 3 4 5

2 3 4 5

2 2
3 .

x x x x
x x x x
= − − +

 = − +

，

由于原方程组含有5个未知量 1 2 3 4 5x x x x x、、、、 ，为求出该方

程组的解，再补充3个方程，得到如下方程组
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1 3 4 5

2 3 4 5

3 3

4 4

5 5

2 2
3

.

x x x x
x x x x
x x
x x
x x

= − − +
 = − + =
 =
 =

，

，

，

，

将 其 写 成 向 量 形 式， 并 以 1 2 3c c c、、 代 换 右 边 的 未 知 量

3 4 5x x x、、 ，即得原方程组的通解

1

2

3 1 2 3

4

5

2 1 2
1 3 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

x
x
x c c c
x
x

− −       
       −       
       = + +
       
       
       

      

，（ 1 2 3, ,c c c 为任意常数）。

（四）求特征向量

由于特征向量的求解离不开解线性方程组，因此，初等变换

自然也起着重要的作用。

设 A 为一 n 阶方阵。由特征方程 | | 0A Eλ− = 可求出其特征值 [2]，

设为 1λ 、 2λ 、、 nλ 。对特征值 iλ ( 1, 2, , )i n=  ，解线性方程组

	 ( ) 0iA E xλ− =




，� （*）

即可求出属于 iλ 的所有特征向量。这里线性方程组（*）的求

解，需要对系数矩阵作初等变换，化为行最简形矩阵。

（五）在矩阵对角化和求方阵幂中的应用

若矩阵 A 对称，则可以对角化 [1] ，即存在可逆矩阵 P ，使得

1P AP− = Λ （对角矩阵）。

于是， 1A P P−= Λ ，从而 1n nA P P−= Λ 。这里的对角矩阵 Λ ，

其主对角线上的元素即为矩阵 A 的特征值，可由特征多项式

| | 0A Eλ− = 求出。而可逆矩阵 P ，则通过 A 的特征向量求得。不

妨设 n 阶方阵 A 的特征值分别为 1λ 、 2λ 、、 nλ ，属于每个特

征值的线性无关的特征向量分别为 1p 、 2p 、 、 np ， 则

1 2( , , , )nP p p p=
  

 。利用初等行变换，可以求出 P 的逆矩阵 1P− 。

于是可以求得 nA 。注意到特征向量的求解离不开解线性方程组，

故初等变换在这里也起着重要的作用。

另外，初等变换在不等式证明、求多项式最大公因式等方面

也有着奇妙的作用，可参阅文献 [3-5] 等。

由上可以看出，初等变换这一概念很好地融合了线性代数课

程中的一些重要的知识点。在课程后期或课程结束以后，以课外

作业或小论文的形式让学生对此内容进行归纳总结，有助于学生

更好地理解并掌握线性代数这门课程。

三、在现代科学问题中的应用

矩阵的初等变换不但在处理线性代数的一些理论问题时起着

重要作用，而且在信息编码、故障定位、逻辑电路、保密计算等

生产实践领域也是有着广泛的应用。我们对此做了一些介绍，相

关内容可作为课程思政的参考素材。

（一）信息编码

在密码学中，利用矩阵理论对信息进行加密和解密是一种重要

的、安全性较高的方法，由希尔在1929年首先提出。它的思想 [6]是：  

首先，26个英文字母与26个阿拉伯数字一一对应（如 A 对应

1，B 对应2，C 对应3，依此类推），另外用0表示空格。

加密时，将信息中单词的字母从左到右每 n 个字符分为一

组，不足 n 个字符的用空格补上（如 academic，转化为编码为

“1、3、1、4、5、13、9、3”，每3个字符分为一组，作成3个列

向量 1

1
3
1

b
 
 =  
 
 



、 2

4
5

13
b

 
 =  
 
 



、 3

9
3
0

b
 
 =  
 
 



，进而得到一个编码矩阵，不

妨记为 B ，即

1 4 9
3 5 3
1 13 0

B
 
 =  
 
 

）。然后，确定一个可逆矩阵 A 作为加

密矩阵，用加密矩阵左乘编码矩阵，得到密文矩阵 C（ C AB= ）， 

这就是要发送的矩阵。

解码时，则是上述过程的逆过程。由矩阵等式 C AB= 的两端

左乘 A 的逆矩阵 1A− ，可求得译码矩阵 1B A C−= 。将 B 对应回英

文字符即可得到发送的信息。在此过程中，一个重要的数学问题

是要求加密矩阵的逆矩阵，通常的方法是利用初等行变换。

（二）保密计算

空间两直线位置关系的判定是保密计算中的一个重要问题。而

判定两直线的相关位置，一种是向量方法，即通过与两直线相关的一

些向量的相互关系来判定两直线的位置关系（这里假定给出的直线方

程为标准方程。具体可参阅文献 [7]）；另一种则是代数上的，即借

助两直线所对应矩阵的秩 [8]（假定给出的直线方程为一般方程）。要

求矩阵的秩，一个有效且常用的方法就是对矩阵进行初等变换。

设空间两直线 1L 、 2L 的（一般）方程分别为

11 11 1 12 2 13 3 14
1

12 21 1 22 2 23 3 24

:
:

l a x a x a x a
L

l a x a x a x a
+ + =

=  + + =
， 21 11 1 12 2 13 3 14

2
22 21 1 22 2 23 3 24

:
:

l b x b x b x b
L

l b x b x b x b
+ + =

=  + + =
。

由方程可以看出， 1L 实际上是两平面 11l 与 12l 的交线， 2L 则

是 21l 与 22l 这两个平面的交线。利用平面方程的参数构造矩阵 12A

及增广矩阵 12A ：

11 21 11 21

12 12 22 12 22

13 23 13 23

a a b b
A a a b b

a a b b

 
 =  
 
 

，

11 21 11 21

12 22 12 22
12

13 23 13 23

14 24 14 24

a a b b
a a b b

A
a a b b
a a b b

 
 
 =  
  
 

 。

则两直线的位置关系可由这两矩阵秩的关系来确定。若

12 12( ) ( ) 3R A R A= = ，则 1L 与 2L 相交于一点；若 12 12( ) ( ) 2R A R A= = ， 

则 1L 与 2L 重合；若 12( ) 2R A = 而 12( ) 3R A = ，则 1L 与 2L 平行；若

12( ) 3R A = 而 12( ) 4R A = ，则 1L 与 2L 异面。

类似的问题还有很多，因篇幅原因不再一一介绍，可参阅文

献 [9-10] 等。
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