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摘      要  ：  �本文利用贝叶斯理论的马尔科夫链蒙特卡洛（MCMC）算法对误差修正模型进行建模分析。在给定参数先验分布的条

件下，基于贝叶斯理论的共轭先验推导出误差修正模型的参数后验分布，且发现其均为标准分布。通过模拟实验，本

文利用Gibbs抽样完成参数估计，从误差、平均绝对误差、均方根误差三个角度对参数估计精度进行分析。针对误差

修正模型，结果表明Gibbs抽样效果较为理想。
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Abstract  :   �This paper employs the Markov Chain Monte Carlo (MCMC) algorithm based on Bayesian theory 

to model and analyze the error correction model. Under the condition of given prior distributions 

of parameters, the posterior distributions of the parameters of the error correction model are 

derived based on the conjugate priors of Bayesian theory, and it is found that they are all standard 

distributions. Through simulation experiments, this paper utilizes Gibbs sampling to complete parameter 

estimation, and analyzes the accuracy of parameter estimation from three perspectives: error, mean 

absolute error and root mean square error. For the error correction model, the results indicate that 

Gibbs sampling performs relatively well.
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引言

对于常见的非平稳序列，采用经典回归模型进行拟合会产生很多问题。为消除非平稳的影响，人们通常采用差分的方式处理数据，

然而这种方法也会存在过拟合的问题，此时可考虑采用误差修正模型来拟合模型。李小鸭和邵艺萱 [1]使用误差修正模型对我国居民消费

支出和实际的国内生产总值（GDP）之间的关系进行拟合，建立国民消费支出对数的一阶差分（因变量）和实际 GDP对数的一阶差分

（自变量）之间的误差修正模型。张艳芳 [2]运用协整与误差修正模型对1985—2020年中国技术贸易与经济增长的长期均衡与短期调整关

系进行实证分析，研究技术贸易收支对 GDP增速的影响以及调整机制；李光明 [3]则通过协整与误差修正模型研究发现金融科技发展指

标与新质生产力增长指标存在长期稳定的均衡关系，为中国经济高质量发展提供建议。此外，误差修正模型在工程科技中也有重要的应

用，刘畅和高铁梅 [4]将误差修正模型运用到探究我国的电力需求影响因素之中，先研究影响电力需求的因素，并选取相关变量。该论文

先建立电力需求的长期均衡模型，在利用长期均衡方程的误差项进行检验，进一步建立电力需求短期动态的误差修正模型。最终，根据

得到的长期均衡方程和短期动态方程，从两个角度来分析和探求在我国电力行业中影响电力需求的影响因素并给出对应的建议和措施。

汪兴瑞 [5]利用误差修正模型研究我国原油期货以及原有现货价格的关系，不同的是，该论文还运用了 VAR模型、脉冲响应和方差分解

来探究两者的关系；为进一步考察原油期货以及现货价格的联系，该论文还构建了 VEC向量误差修正模型。

不过以上研究均基于经典统计方法，贝叶斯统计方法却鲜少利用。贝叶斯统计 [6]是基于总体、样本和先验等因素，利用贝叶斯定

理，结合总体分布及先验分布信息，来得到后验分布的概率分布，这个概率分布不仅会更接近样本，同时也结合已有的先验信息，详细

可参考夏强等 [7]。基于贝叶斯的这些优点，本文尝试使用贝叶斯估计的方法对一阶误差修正模型的参数进行贝叶斯估计。

一、理论基础

贝叶斯学派观点认为任意参数 θ都可看作一个随机变量，可用

一个概率分布去描述，这个分布被称为先验分布。在得到样本信

息之后，利用贝叶斯公式将总体分布、样本信息和先验分布结合

起来，就可得到关于未知参数 θ的新的分布，即后验分布。后验分
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布公式如下：

，（1）

其中， ( ),p y θ 是样本和参数 θ 的联合分布； ( )p θ 是参数 θ

的先验分布； ( )|p yθ 表示参数θ 的后验分布。但在实际计算中，

( )p y 并不依赖于θ ，因而，它对计算θ 的后验分布的贡献相当于

一个正则化因子。所以，贝叶斯公式的密度函数形式常被改写为

以下的等价形式：

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )| | |p y p y p L y pθ θ θ θ θ∝ = ，� （2）

其中，∝为正比符号，表示两边成正比关系。由公式 (2)可以得

到，后验分布正比于先验概率分布与样本的似然函数相乘的结果。

通常在估计参数 iθ 的过程中，只需要对 ( | )p yθ 的其他参数进

行积分，就可得到 iθ 的边缘后验密度函数 ( | )ip yθ 。但是，在解决

实际问题的情况中，想要用积分求解 ( | )ip yθ 并不容易实现，而

MCMC方法简化了求解边缘后验密度的过程。

二、理论推导

（一）误差修正模型介绍

假设两变量 X与 Y的存在长期均衡关系，表达式为：

	 0 1t t tY a a X µ= + + .� (3)

实际经济活动中自变量 X与因变量 Y很少处在均衡点上，因

此，在实际观察中，得到的只是两者之间的非均衡的或短期的关

系。假设因变量和自变量之间具有 (1,1)阶分布滞后形式，误差修

正模型显示出 tY 值，不仅与 tX 的变化有关，还与 1tX − 和 1tY − 的状

态值有关。

一阶误差修正模型为：

	 0 1 1t t t tY X ecmβ β λ µ−−∆ = + ∆ ⋅ + ,� (4)

其中， 1λ δ= − ， ( )0 0 / 1a β δ= − ， tecm 表示非均衡误差项或

者说是长期均衡偏差项。一般的情况下， 1δ < ，所以有 0 1λ< < 。 

tµ 相互独立，并且 ( )2~ 0,t N µµ σ 。

（二）误差修正模型的统计结构分析

设 时 间 序 列 { }1 2, , , nX X X X= … 和 { }1 2, , , nY Y Y Y= … ， 则

1  t t tY Y Y −∆ = − ， 2,3, ,t n= … 和 1  t t tX X X −∆ = − ， 2,3, ,t n= … 。

可以得到一阶误差修正模型的条件似然函数如下：

	 .� (5)
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则可以将一阶误差修正模型转化为以下形式：

	 , ( )2~ 0,N µµ σ .� (6)

因此，一阶误差修正模型的条件似然函数可以改写为：

	 .� (7)

（三）误差修正模型的贝叶斯推断

在误差修正模型中，引入关于参数估计的贝叶斯推断相关理

论。根据预先假设的先验分布，来推导出后验分布十分重要。针

对未知参数 2
0 1, , , µβ β λ σ 的先验分布的预设，参考夏强等 [8]，刘贞

等 [9]，本文的各参数先验分布选取如下：

1、 对 于 参 数 ( )0 1, , Tβ β λ=â ， 取 β 服 从 多 元 正 态 分 布，

即 ；

2、 对 于 参 数 2
µσ ， 取 2

µσ 服 从 逆 伽 马 分 布 ( ),IG a b ，

且 0, 0a b> > 。

假设各个参数相互独立，且 ( ) ( )1 1, , ,a bβ Σ 为已知的超参数， 2
µσ

密度函数为

	 � (8)

因此，根据标准贝叶斯方法以及上文选取的先验分布，由先

验分布的结果可以得到联合先验分布 ( )2,p µσâ ，结合似然函数

，可以得到参数后验联合分布为

.

由联合后验分布可以得到各参数 ( )' 2
0 1, , , µβ β β λ σ= 的后验分布

如下：

1、 ( )'
0 1, ,β β β λ= 的条件后验概率函数为 

其 中， ，  

.

2、 的条件后验概率函数为
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其中， 。

（四）误差修正模型的MCMC抽样

从后验分布的推理结果可得，各参数的条件后验分布均是标

准分布，并且，参数 β 为多维参数，因此使用 Gibbs抽样法进行

抽样最佳 [10]。

首先运用 Gibbs抽样方法迭代 N 次得到各个参数的样本，抽

取的第 i 步如下：

1、从条件后验分布 ( )* *,N β Σ 中对 β 进行抽样；

2、从条件后验分布
*21

,
2 2

n s
IG a b

−
+ +

 
 
 

中对 2
µσ 进行抽样。

以上步骤是针对所有变量完成一次 MCMC抽样，抽样步骤的

先后顺序不会对抽样的结果产生影响。为了保证模拟抽样的准确

性，我们共循环 N 次，丢弃前 M 次抽样值。则假设经过第 i 次迭

代后得到的参数记为 ( )iθ = ( ) ( ) ( ) ( )( )2
0 1, , ,i i i i

µβ β λ σ . 然后，去掉前 M 次

的结果。由此可以获得利用 MCMC抽样产生的误差修正模型中的

参数集合，表示为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }i 2
0 1, , , , 1, ,i i i i i M Nµθ β β λ σ= = + … 。

三、模拟实验

取随机抽取独立样本数为200，即 n=200。在模拟实验中设

定 M =5000， N  =10000，即对样本数据循环10000次，丢弃前

5000次的值，利用后面的5000次迭代值取平均，并用来估计未

知参数 2
0 1, , , µβ β λ σ 。由于产生数据具有随机性，因此采取重复

100次模拟实验，每次产生200个样本数，迭代10000次。重复

100次后，计算每一个参数的估计值的平均值，来估计每个参数的

真值；并计算各参数的误差 Error (ERR)、平均绝对误差 Mean 

Absolute Error (MAE)、 均 方 根 误 差 Root Mean Square Error 

(RMSE)，以此说明模拟实验拟合效果的优劣程度。结合 ERR

值、MAE值、RMSE值，多方面评估模型拟合的效果，其数值越

小说明估计的精度越高，拟合效果越好。 

选择各超参数为 ( ) ( )'0, 0, 0=1â ， ( ) ( )0.1, 0.1, 0.1diag=1Ó ， 5 / 2a = ， 

3 / 2b = 。使用 R语言软件进行模拟实验应用，考虑如下模型：

10.2 0.3 0.4 et t t tY X cm µ−∆ = + ∆ − × + ， ( )~ 0,1t Nµ .

将模拟实验应用的结果整理如下表1。可以发现表1中的实验

得到的后验均值结果与参数的真实值十分接近，误差的绝对值均

小于0.03，与真值的偏差较小，说明利用贝叶斯方法估计参数的

效果良好。MAE是模拟值与真实值的误差的绝对值的平均数，循

环100次实验中，各参数的 MAE值均小于0.1，RMSE值均不超

过0.1，说明拟合的精度较高。

表 1 后验概率模拟实验结果

参数 真实值 模拟值 ERR MAE RMSE

0β 0.2 0.1930 -0.0070 0.0483 0.0622

1β 0.3 0.2859 -0.0141 0.0425 0.0523

λ 0.4 0.3716 -0.0284 0.0602 0.0768

2
µσ 1.0 1.0168 0.0168 0.0747 0.0929

根据再输出每次循环计算的各参数的平均值，并绘制其相应

的频率直方图，见图1。可以看出，图形均成钟形态，中间高，两

边低，几乎是对称分布。模型中各参数抽样的轨迹图见图2，轨迹

图展示了每次迭代的参数值的情况。仔细观察各个参数的轨迹图

的分布情况，可以直观地发现参数的轨迹比较稳定，估计结果比

较理想，且每个参数的轨迹都是围绕着设定的真实值上下摆动。

综上所述，可以说明个参数的估计结果已经处于收敛状态，因

此，模拟实验的效果较好。

 > 图 1 参数 0β 、 1β 、 λ 和 2
µσ 分布直方图

 > 图 2 最后一次各参数迭代轨迹图

为了进一步讨论参数对贝叶斯估计的敏感度，本文采取控

制变量的方法，再次进行模拟实验应用的探究。考虑以下三种

情形：

1. 当 1 0.3β = ， 0.4λ = 时， 0β 分 别 为 0 0.4β = 、 0 0.6β = 、 

0 0.8β = ；

2. 当 0 0.2β = ， 0.4λ = 时， 1β 分 别 为 1 0.5β = 、 1 0.7β = 、 

1 0.9β = ；

3. 当 0 0.2β = ， 1 0.3β = 时， λ 分 别 为 0.2λ = 、 、 

0.8λ = 。
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由表2可以看出，不管参数 0β 取值如何变动，所有未知参数

的误差都比较小，并且精度有效位数均没有变化，并且 MAE值都

比较接近。由此可得， 0β 的取值对未知参数的贝叶斯估计值不敏

感，说明 0β 的变化不会大幅度影响贝叶斯参数估计的效果。

表 2  基于 1 0.3β = ， 0.4λ = 的贝叶斯估计结果

0 0.4β = 0 0.6β = 0 0.8β =

参数 估计值 ERR MAE 估计值 ERR MAE 估计值 ERR MAE

0β 0.3795 -0.0205 0.0545 0. 5693 -0.0307 0.0665 0. 7726 -0.0274 0.0560

1β 0.2937 -0.0063 0.0450 0.2859 -0.0141 0.0430 0.2934 -0.0066 0.0372

λ 0.3877 -0.0123 0.0565 0.3747 -0.0253 0.0503 0.3753 -0.0247 0.0616

2
µσ 1.0177 0.0177 0.0820 1.0185 0.0853 0.1070 1.0206 0.0809 0.1056

表 3  基于 0 0.2β = ， 0.4λ = 的贝叶斯估计结果

1 0.5β = 1 0.7β = 1 0.9β =

参数 估计值 ERR MAE 估计值 ERR MAE 估计值 ERR MAE

0β 0.1818 -0.0182 0.0511 0.1818 -0.0182 0.0511 0.1878 -0.0122 0.0581

1β 0.4974 -0.0026 0.0413 0.6923 -0.0077 0.0417 0.8788 -0.0212 0.0457

λ 0.3717 -0.0283 0.0551 0.3717 -0.0283 0.0551 0.3877 -0.0123 0.0549

2
µσ 1.0248 0.0248 0.0881 1.0245 0.0245 0.0880 1.0185 0.0185 0.0737

表 4  基于 0 0.2β = ， 1 0.3β = 的贝叶斯估计结果

0.2λ = 0.6λ = 0.8λ =

参数 估计值 ERR MAE 估计值 ERR MAE 估计值 ERR MAE

0β 0.1951 -0.0049 0.0475 0.1912 -0.0088 0.0615 0.1888 -0.0112 0.0474

1β 0.2892 -0.0108 0.0363 0.2954 -0.0046 0.0410 0.2882 -0.0118 0.0359

λ 0.1949 -0.0051 0.0484 0.5748 -0.0252 0.0579 0.7580 -0.0420 0.0596

2
µσ 1.0168 0.0168 0.0963 1.0184 0.0184 0.0880 1.0205 0.0205 0.0717

根据表3可以看出，不管参数 1β 取值如何变动，所有未知参

数的误差都比较小，精度有效位数均没有变化，并且 MAE值都比

较接近。由此可得， 1β 的取值对未知参数的贝叶斯估计值不敏

感，说明 1β 的变化不会大幅度影响贝叶斯参数估计的效果。同

理，由表4可看出，不管参数 λ 取值如何变动，所有未知参数的

误差绝对值均小于0.03，精度有效位数也没有变化，并且 MAE值

都比较接近，无大幅变化。即 λ 取值对未知参数的贝叶斯估计值

不敏感，说明 λ 的变化也会大幅度影响贝叶斯参数估计的效果。

四、总结

本文运用贝叶斯推断的手段，推导得出一阶误差修正模型各

参数的条件后验分布，并利用 Gibbs抽样法的 MCMC算法来实现

一阶误差修正模型的参数估计。模拟实验的结果说明了运用贝叶

斯推断的方法来估计模型参数的结果较为理想，得到的一阶误差

修正模型未知参数的贝叶斯估计值比较精准。进一步，为探究样

本值的变动是否会影响贝叶斯参数估计的效果，经过多次模拟实

验，可以说明：Gibbs抽样方法结果比较稳定，针对参数样本值的

变化对未知参数的贝叶斯估计值不敏感，表明样本值的变化不会

大幅度影响贝叶斯参数估计的效果。
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