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一类矩阵方程谱范数下最小二乘解的交替方向算法
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摘      要  ：   基于交替方向法给出矩阵方程谱范数下的最小二乘解的表达式，给出计算最小二乘解的数值算法和收敛性证明，并用

数值算例加以证明算法的有效性。
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Alternating Direction Algorithm for Least Squares Solutions of Quasi-Matrix 
Equations under Spectral Norm
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Abstract   :   Based on the alternating direction method, the expression of the least squares solution of the matrix 

equation under the spectral norm is presented. A numerical algorithm for calculating the least squares 

solution and a proof of convergence are provided. The effectiveness of the algorithm is demonstrated 

through numerical examples.
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现代金融理论、系统工程、信息与图像处理、统计分析、稳定性理论、时间序列分析、控制论和信息论、参数识别、结构设计、生

物学、线性最优控制等领域中的诸多数学模型，通过有限元、有限差分、矩量法、矩形积分法等离散化方法进行离散处理后，往往对未

知矩阵有诸多附加的约束条件，进而导致不同约束条件下的各类矩阵方程及其最小二乘问题。近年来，国内外诸多专家和学者对各类约

束矩阵方程及其最小二乘解问题的求解进行了研究，并且取得了一系列很好的研究成果 [1-5]。但是仍然还有诸多有待继续研究的问题。

如线性矩阵方程 AXB CYD E+ = 是一类比较常见的矩阵方程，诸多专家和学者对其进行了研究。如2005年，Liao等 [6]利用一般内积空

间的投影理论研究了该矩阵方程的最佳逼近解，同时利用矩阵的 CCD分解和广义奇异值分解研究其极小范数的最小二乘问题；2007

年，袁世芳和廖安平等 [7]利用 Kronecher积和广义逆也研究了极小范数的最小二乘问题；接着，蒋家尚 [8]也利用 Kronecher积研究了该

矩阵有对称解的充分必要条件和解的表达式；2008年，Peng[9]给出了求解该矩阵方程对称和反对称、中心对称和双对称解的迭代解法；

2009年，Li[10]利用共轭梯度法研究了该矩阵方程的对称解；2014年，Li等 [11]利用 Kron8echer积和广义逆研究了该矩阵方程的最小二

乘箭形解。2015年，Ke等 [12]利用交替方向法研究了该矩阵方程的最小二乘解、非负最小二乘解及其最佳逼近解的问题。一般情况下，

约束矩阵方程 AXB+CYD = E 问题都是在 Frobenius范数下讨论的 ,对于谱范数下该问题的最小二乘解研究较少。

为此，本文研究谱范数下该约束矩阵方程的最小二乘问题。
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一、符号说明

m nR × ：    全体 m n× 阶实矩阵组成的集合

n nSR × ：   全体 n n× 阶实对称矩阵组成的集合

0A ≥ :    矩阵 A 的元素大于零

TA :         矩阵 A 的转置

,A B : 矩阵 A 与 B 的内积，其定义为： , ( )TA B tr A B=

二、问题的解及收敛性证明

求解矩阵方程 AXB CYD E+ = 谱范数下最小二乘解即等价于

问题1  给定列满秩矩阵 A ， m nC R ×∈ ， 行满秩矩阵 B ，
n pD R ×∈ 和任意矩阵 m pE R ×∈ ，求矩阵 , n nX Y R ×∈ 满足

2
min AXB CYD E+ − ，                           （1）

其 中 2
⋅ 表 示 谱 范 数， 其 定 义 为 12

( )Q Qσ= ，

1 2( ) ( ) ( ) 0nQ Q Qσ σ σ≥ ≥ ≥ ≥ 为矩阵 m nQ R ×∈ 的奇异值。

显然问题1等价于
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2
min Z                                                       （2）

. . 0s t AXB CYD E Z+ − − =

n nX R ×∈ ，
n nY R ×∈ .

问题（2）对应的增广拉格朗日函数为

2

2

( , , , ) ,

2 F

L X Y Z M Z M AXB CYD Z E

AXB CYD Z E

ρ

ρ

= − + − −

+ + − − ，            （3） 

其中 0ρ > 为罚参数， m pM R ×∈ 为拉格朗日乘子。

利用目标函数可分离特性，采用交替方向法求解子问题，有

如下迭代形式

{ }
{ }
{ }

1

1 1

1 1 1

1 1 1 1

arg min ( , , , ) |

arg min ( , , , ) |

arg min ( , , , ) |

( )

k k k k n n

k k k k n n

k k k k m p

k k k k k

X L X Y Z M X R

Y L X Y Z M Y R

Z L X Y Z M Z R

M M AX B CY D Z E

ρ

ρ

ρ

ρ

+ ×

+ + ×

+ + + ×

+ + + +

 = ∈

 = ∈


= ∈


= − + − − ，

而交替方向法对于求解三个变量问题的收敛性并不能保证，

为此引入一个修正矩阵变量ξ ，进而设计如下迭代格式

2

2

2

2

2

2

arg min , + + +
2

arg min , + + +
2

arg min , + +
2

( + )

k k k k k k

F

k k k k k k

F

k k k k k k

F

k k k k k

X Z M AXB CY D E AXB CY D E

Y Z M AX B CYD E AX B CYD E

Z Z M AX B CY D Z E AX B CY D Z E

M M AX B CY D Z E

ρξ ξ

ρξ ξ

ρ

ρ

  = − − − + −   
  = − − − + − 

 
 = − − − + − − 
 

= − − − .



  

    

   






       

 （4） 

产生新的迭代 1 1 1 1( , , , )k k k kX Y Mξ+ + + + ：

1

1

1

1

( )
( )

k k

k k

k k k k k k

k k k k

X X
Y Y

Z CY D CY D
M M M M
ξ ξ α ξ

α

+

+

+

+

 =


=


= − + + −
 = − − .





 

            （5）

问题（4）中 X 子问题的求解
2

2

2

arg min , |
2

1arg min | .
2

k k k k k k n n

F

k k k n n

F

X Z M AXB CY D E AXB CY D E X R

AXB CY D E M X R

ρξ ξ

ρ ξ
ρ

×

×

 = − + − − + + − − ∈ 
 
  = + − − + ∈ 
  

       
（6）

记问题（6）中的目标函数为 ( )f X ，对其求梯度可得

1( ) ( )T k k k Tf X A AXB CY D E M Bρ η
ρ

∇ = + − − + ，

令 ( ) 0f X∇ = 可得

1 11( ) ( ) ( )k T T k k k T TX A A A E M CY D B BBξ
ρ

− −= + + −

           （7）

问题（6）中Y 子问题的求解

1 11( ) ( ) ( )k T T k k k T TY C C C E M AX B D DDξ
ρ

− −= + + − 

.          （8）

问题（6）中 Z 的子问题的求解

{ 2

2

2

2

arg min ,

|
2

1arg min |
2

k k k k

k k m p

F

k k k m p

F

Z Z M AX B CY D Z E

AX B CY D Z E Z R

Z AX B CY D Z E M Z R

ρ

ρ
ρ

×

×

= − + − −

+ + − − ∈ 


  = + + − − − ∈ 
  

.

  

 

 

                  （9）

在求解问题（9）之前，首先给出引理1,引理2和引理3。

引理1[13]   给定 0τ > 和矩阵 m nY R ×∈ ，令 ( )m nY R m n×∈ ≤ 的奇

异值分解为

( ),0 TY U Y V = Σ  ，

其中 ( )YΣ = ( ( ))diag Yσ ， [ ]1 2( ) , , , m
mY Rσ σ σ σ= ∈ ， 1 2 mσ σ σ≥ ≥ ≥

.则

列极小化问题

{ }1
min ( ) |

F
y Y yσ τ− ≤ ，其中 1

1

m

i
i

y y
=

=∑ ，

有最优解 my R∗ ∈ .若令 k 是使不等式 1k k kzσ σ +> ≥ 成立的最小下

标，定义 kz 为
1

1 ( )
k

k i
i

z
k

σ τ
=

= −∑ ， y∗的分量可通过如下方式计算：

, ,
( ) =

0,
i k

i

z i k
y

i k
σ∗ − ≤
 > .

引理2[13]   给定矩阵 ( )m nY R m n×∈ ≤ ，定义核范数下半径为τ 的

闭球为

{ }|m nB X R Xτ τ×
∗ ∗
= ∈ ≤ .

利用 John von Neumann迹不等式和 Frobenius范数和谱范数

的酉不变性，则Y 在闭球 Bτ
∗
上的投影 ( )

B
P Yτ

∗
，即矩阵极小化问题

{ }min |
F

Y Y Y τ
∗

− ≤
有最优解

( ),0 TY U diag y V∗ ∗ =   ，

其中 Y
∗ 表示 Y 的核范数，即

1
( )

n

i
i

Y Yσ
∗

=

=∑ ， y∗ 可通过引理1

计算。

引 理3[13]    给 定 0τ > 和 矩 阵 m nY R ×∈ ， 利 用 闭 凸 函 数 的

Moreau-Yosida正则化，则问题

2

2

1min
2m n FX R

X X Yτ
×∈

+ −

有最优解

( )
B

X Y P Yτ
∗

∗ = − ，

其中 ( )
B

P τ
∗
⋅ 表示到闭球 { }|m nB X R Xτ τ×

∗ ∗
= ∈ ≤ 内的投影算子。

令
1k k kY AX B CY D E M
ρ

= + − −  ， ( )m pY R m p×∈ ≤ 的奇异值分解为

( ),0 TY U Y V = Σ  ，

其中 ( )YΣ = ( ( ))diag Yσ ， [ ]1 2( ) , , , m
mY Rσ σ σ σ= ∈ ， 1 2 mσ σ σ≥ ≥ ≥ .基

于以上引理和定理可得式（9）有解

1 ( )

( ),0

k
B

T

Z Y P Y

Y U diag y V

ρ
∗

∗

= −

 = −  



，                          （10）

其 中 y∗ 是 列 极 小 化 问 题 { }1
min ( ) | 1

F
y Y yσ ρ− ≤ ，

1
1

m

i
i

y y
=

=∑ 的最优解，令 k 是使不等式 1k k kzσ σ +> ≥ 成立的最小下

标，定义 kz 为
1

1 ( 1 )
k

k i
i

z
k

σ ρ
=

= −∑ ， y∗
分量可通过如下方式计算：

, ,
( ) =

0,
i k

i

z i k
y

i k
σ∗ − ≤
 > .

下面给出求解问题（2）的迭代格式

算法1

1） 给定参数 0ρ > ， 0ε > ，
3 5(0, )

2
α −
∈ ， 设置初始矩阵

0 0 0( , , )Y Z M ，
0 0Zξ = − 和 0k = ；

2）按照式（7），式（8），式（9）计算 kX ， kY ， kZ ；

3）计算 ( + )k k k k kM M AX B CY D Z Eρ= − − −    ，通过式（5）产生新的

迭代 1 1 1 1( , , , )k k k kX Y Mξ+ + + + ；

4）若满足终止条件 { }max , ,k k k k k k

F F F
CY D CY D Z M Mξ ε− + − <   ，则

运行结束；否则令 1k k= + ，转2）。

给定算法1的当前迭代步 ( , , , )k k k kX Y Z M    ，可得如下变分不

等式
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2

, ( ) ( ) 0,

, ( ) 0,

, 0,

1, ( ) 0

k T k T T k k T T k k T

k T k T T T k T

k k k

k k k k k k

X X A M B A C Y Y DB A Z B

Y Y C M D C Z D

Z Z Z M

M M AX B CY D Z E M M

ρ ρ ξ

ρ ξ

ρ

 − − + − + + ≥

 − − + + ≥

 − ∂ + ≥



− + − − − − ≥


.

   

  

  

    

   （11）

显然，当 0k kCY D CY D− = ， 0k kZξ + = ， 0k kM M− = 时，

( , , , )k k k kX Y Z M    是问题（2）的解，故可得算法1的终止准则为

{ }max , ,k k k k k k

F F F
CY D CY D Z M Mξ ε− + − <   .

3 算法的收敛性证明及数值例子

定义1[14] 设 ( )f X 是 m nR × 上的凸函数，那么 ( )f X 在 X 点的次微

分 ( )f X∂ 的定义如下：

{ }( ) | , ( ) ( ),m n m nf X R Y X f X f Y Y Rξ ξ× ×∂ = ∈ − + ≤ ∀ ∈ ，

其中矩阵 ( )f Xξ ∈∂ 称为次微分中的元素，也简称为次微分或

次梯度。

根据定义1，令 ( ) 0f X = ， ( ) 0g Y = ，
2

( )h Z Z= ，则有

( ) ( ) 0F X f X= ∂ = ， ( ) ( ) 0G Y g Y= ∂ = ， ( ) ( )H Z h Z= ∂ .

因而求解问题（2）的最优解等价于寻求

( , , , ) ( , , , )n n n n m p m pW X Y Z M w R R R R∗ ∗ ∗ ∗ ∗ × × × ×= ∈ ，

使其满足变分不等式：

, ( ) 0W W Q W∗− ≥ ，                               （12）

其中

X
Y

W
Z
M

 
 
 =
 
 
 

                       ，

2

( )

T T

T T

A MB
C MD

Q W
Z M

AXB CYD Z E

 −
 

− =  ∂ + 
 + − − 

即找到 ( , , , )X Y Z M∗ ∗ ∗ ∗

使其满足下式：

2

, 0,

, 0,

, 0,

, 0

T T

T T

X X A M B

Y Y C M D

Z Z Z M

M M AX B CY D Z E

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

 − − ≥

 − − ≥


− ∂ + ≥


− + − − ≥ .                       （13）

引理4[15]   令 ( , , )W X Y Z∗ ∗ ∗ ∗= 是问题（2）的任意一个解， M ∗

是 相 应 的 拉 格 朗 日 乘 子， 则 算 法 产 生 的 迭 代 序 列

( , , , , )k k k k kX Y Z Mξ 满足

2

1 ,

,

,

k k k k

k k k k k k k k

F

k k k

M M AX B CY D Z E

AX B CY D Z E AX B AX B CY D CY D Z

CY D CY D Z

ρ

ξ

ξ

∗

∗

∗

− + − −

≥ + − − + − − + +

+ − + .

  

     

 

 

         （14）

由式（14）可得如下引理。

引理5[15]   令 ( , , )W X Y Z∗ ∗ ∗ ∗= 是问题（2）的任意一个解， M ∗

是 相 应 的 拉 格 朗 日 乘 子， 则 算 法 产 生 的 迭 代 序 列

( , , , , )k k k k kX Y Z Mξ 满足

2 2 2

1 ,

, ,

, ,

k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k

F F F

k k k k k k k k k k k

M M AX B CY D Z E

CY D CY D CY D CY D Z CY D CY D Z

AX B CY D Z E Z CY D CY D

AX B CY D Z E CY D CY D Z CY D CY D Z

ρ

ξ ξ

ξ

ξ ξ

∗

∗ ∗

− + − − +

− − + − − + −

≥ + − − + + + − +

+ − − − + + + − + .

  

  

    

      

 

        （15）

由式（15）可得如下引理。

引理6[15]    令 ( , , )W X Y Z∗ ∗ ∗ ∗= 是问题（5）的任意一个解，

M ∗ 是 相 应 的 拉 格 朗 日 乘 子， 则 算 法 产 生 的 迭 代 序 列

( , , , , )k k k k kX Y Z Mξ 满足

{
}

2

2

2 2 21 1 1
1

2 2 2
1

2

2 2

3 5( )
2

k k k

F

k k k

F

k k k

F

k k k k k k

F F

CY D CY D M M Z

CY D CY D M M Z

AX B CY D Z E

Z CY D CY D Z

α
ρ

α
ρ

ξ

ξ

α α

ξ ξ

+ ∗ + ∗ + ∗

∗ ∗ ∗

− + − + +

≤ − + − + + −

−
− + − − +

+ + − + + .

  

  

          （16） 

定理1   由算法产生的迭代序列 { }, , ,k k k kX Y Z M    收敛于问题

（2）的一个解。

证明  由算法1中
3 5(0, )

2
α −
∈ ，可知式（16）满足下式

2

2

2 21 1 1
1

2 2
1

+

+

k k k

k k k

CY D CY D M M Z

CY D CY D M M Z

α
ρ

α
ρ

ξ

ξ

+ ∗ + ∗ + ∗

∗ ∗ ∗

− + − +

≤ − + − + .

  

       （17）

故{ }kCY D ，{ }kξ ，{ }kM 均有界，且式（16）可以写成

{
}

2

2

2

22

2 2 2
1

2 2 21 1 1
1

3 5( )
2

( )

( )

k k k

F

k k k k k

F F

k k k

F

k k k

F

AX B CY D Z E

Z CY D CY D Z

CY D CY D M M Z

CY D CY D M M Z

α
ρ

α
ρ

α α

ξ ξ

ξ

ξ

∗

∗ ∗ ∗

+ ∗ + ∗ + ∗

−
− + − − +

+ + − + +

≤ − + − + + −

− + − + + .

  

 

 

         （18）

当 0,1, ,k = ∞ 时，将其依次相加求和可得 

{

}
2

2

0

22

2 1 20 0 0
1

3 5( )
2

k k k

Fk

k k k k k

F F

F

AX B CY D Z E

Z CY D CY D Z

CY D CY D M M Z Z
α

ρ

α α

ξ ξ

∞

=

∗

∗ ∗ ∗

−
− + − − +

+ + − + +

≤ − + − + − < ∞

∑

.

  

 

进而可得

2

2

2

lim 0,

lim 0,

lim 0

k k k

Fk

k k k k

Fk

k k

Fk

AX B CY D Z E

CY D CY D Z

Z

ξ

ξ

→∞

→∞

→∞

+ − − =

− + + =

+ = .

  

 



               （19）

故有
2

lim 0k k

Fk
CY D CY D

→∞
− = ， 且序列 { }kAX B ， { }kCY D ， { }kZ−  和

{ }kM 是有界的，又由 A ， C 是列满秩矩阵， B ， D 是行满秩矩

阵，可知序列{ }kX ，{ }kY 和{ }kZ 也是有界的。

假设序列{ } { } { } { } { }, , , ,k k k k kX Y Z Mξ   ，分别收敛于 , , , ,X Y Z U M .令

其 子 序 列 { } { } { } { } { }, , , ,j j j j jk k k k kX Y Z Mξ   也 分 别 收 敛 于 , , , ,X Y Z U M .对 式

（11）求极限可得

2

lim , ( ) ( ) 0,

lim , ( ) 0,

lim , 0,

1lim , ( ) 0

j j j j

j j j

j j j

j j j j j

k k k kT T T k T T k T

j

k k kT T T T T

j

k k k

j

k k k k kk

j

X X A M B A C Y Y DB A Z B

Y Y C M D C Z D

Z Z Z M

M M AX B CY D Z E M M

ρ ρ ξ

ρ ξ

ρ

→∞

→∞

→∞

→∞

 − − + − + + ≥

 − − + + ≥

 − ∂ + ≥

 − + − − − − ≥

.
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进而由式（19）可得

2

, 0,

, 0,

, 0,

, 0

T T

T T

X X A MB

Y Y C MD

Z Z Z M
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因此， ( , , , )X Y Z M 是问题（2）的一个解。

易知 ( , , , )X Y Z M∗ ∗ ∗ ∗ 是问题（2）的任意一个解，用 ( , , , )X Y Z M

替代 ( , , , )X Y Z M∗ ∗ ∗ ∗ 可得式（17）为
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因为 C ， D 分别为列满秩矩阵和行满秩矩阵， 故序列

{ }, , ,k k k kY Z Mξ  有唯一的收敛点，又 A ， B 分别为列满秩和行满

秩矩阵，故序列{ }kX 也有唯一的收敛点。因此，由算法产生的序

列{ }, , ,k k k kX Y Z M    收敛于问题（2）的唯一最优解 ( , , , )X Y Z M .

下面我们将给出数值算例来说明算法1求解问题1的高效可行

性。在算法1中选取算法的终止准则为
8

1 10k kX X ε −
+ − ≤ = ，参数

0.2α = ，罚参数 0.5ρ = ，最大迭代步为5000。

例1  给定矩阵 , , ,A B C D 和 E 如下

   -0.4848   -0.1393    1.2724    1.0843   -0.0410    1.5581
    0.9136    0.2739    0.9193    0.6330    0.0957   -1.0303
    0.9962   -0.9908    0.3843    0.4592   -1.3617    0.9366
    2.1895    0.18A = 35    0.4090   -0.5971   -0.5808   -0.5080
   -0.9084    3.2833   -0.1765    0.1496    0.5860   -1.8030
   -1.3050   -0.8001    0.8636   -0.1991    0.3364   -0.3045
   -0.1579   -1.1011    0.3229   -0.3945    1.1707    0.9635

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

，

   -0.2820    1.3940    0.3256   -0.6764    0.2515   -0.0172    1.8866
   -0.9764    0.1343   -0.6998    1.0333    0.2361   -1.2238    1.2770
    0.1336   -0.6636    1.1153   -2.2744   -0.3956    0.63

B =
31   -1.8291

   -0.3501   -0.0038   -0.0630    0.2836    0.6932   -0.3672   -0.1284
   -0.5483    0.5312   -0.0716   -0.7797    1.9544    0.5210   -1.5708
    0.5263    1.1642   -1.9361    1.9967   -0.4026    0.8704    0.2513

 
 
 
 
 
 
 
  
 

，

    0.8506   -0.2466   -0.7847    0.0223    1.3915   -0.7903
    0.4410   -0.2343   -1.1099    1.8614   -0.4857    1.5095
    0.5836    1.9730    0.7163   -0.2871   -0.7235    1.0624
    1.4605   -0.49C = 29    0.7858   -0.2833    0.0990   -0.5722
   -0.1287    0.0248   -0.2472    0.9468   -0.3820    0.2677
    0.9521   -1.5321   -1.0843    0.2992    0.6247   -0.7946
   -0.3574   -0.1511   -0.0477    0.5269   -1.3248   -1.6097

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

，

    0.9215   -0.3705   -1.9203    0.5140    0.6255   -0.2374    0.6127
    0.8781    1.2236   -1.7230    0.0620    0.9066   -1.2843   -1.2393
    1.1203   -0.5277   -1.3462    0.0739    0.6267    0.15

D =
25    2.2334

   -0.0508   -0.3522    0.3727   -1.8480    0.8108   -2.6492    0.3422
    1.0223   -0.8194   -0.0869    0.0022    1.3302   -0.4514    0.2322
   -0.5544   -2.0849    1.0659   -0.3397   -0.3211    0.5151    0.6454

 
 
 
 
 
 
 
  
 

，

    0.8472    0.5602   -0.4694    0.7649   -0.2169    0.5952   -1.3638
    0.5349    0.0541    0.8049    0.2427    0.0061    0.0561    1.6418
    0.9165    0.3012    0.0862   -0.2829    0.0279   -0.30

E =
93   -0.8191

   -1.3078    0.4950   -0.6174   -1.3021   -0.4408    0.1198    0.2964
   -0.7647   -0.5535   -1.2159    0.7198   -2.1699   -1.0138   -0.3381
   -0.1525    0.0715    0.3037   -0.5736   -0.0140    1.0372    2.8760
    0.9750    0.1449    0.2396    0.9415   -1.3960    0.7195    0.0376

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

，

利用算法1可得问题1的解为

    0.5178   -0.5652    1.2428    4.5099   -1.2296    0.8178
    0.3103    0.8179    2.4280    3.9315   -1.1909    1.5057
   -0.4535    1.3951   -1.0949   -7.0906    1.7088   -0.7161
    0.7646   -3.04

X =
24    0.3728    9.3093   -2.4219    0.5742

    0.3560   -1.2486    0.4201    4.1358   -1.3309    0.5122
    0.6494   -0.2245    2.8771    7.2865   -1.9660    1.9844

 
 
 
 
 
 
 
  
 

，

    0.1738   -0.1438   -0.1068    0.0243   -0.0082   -0.0860
   -0.0879    0.2441    0.1239   -0.0041   -0.0989    0.1595
   -0.4761    0.4182    0.3025   -0.0654    0.0079    0.2521
   -0.2414    0.22

Y =
26    0.1577   -0.0327   -0.0024    0.1350

   -0.7511    0.7220    0.5026   -0.1002   -0.0249    0.4398
   -0.1149    0.1076    0.0757   -0.0155   -0.0021    0.0654

 
 
 
 
 
 
 
  
 

.

三、结束语

为求解矩阵方程 AXB CYD E+ = 在谱范数下的最小二乘解。

本文利用交替方向法，给出了该问题有解的条件和解的表达式，

并用数值例子加以说明结论的正确性。对于上述研究工作，还有

诸多问题就有待于进一步发展和改进，如由于其该算法的收敛速

度和罚参数 ρ 的选取有关，所以对于罚参数的选取还需进一步的

研究。而当矩阵规模较大时，算法的运算量也会很大，所以对其

迭代算法还需进一步探究。最后可以进一步探索其在一定约束条

件下的解。
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