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摘      要  ：  �为了研究立方准晶梁反平面问题，对立方准晶梁的应力和变形进行分析。首先从立方准晶材料的基本方程出发，获得

声子场和相位子场的第三方向位移满足的方程。然后利用 Lur’e方法，引入单变量待定函数，将位移用算子函数表示

出来，再利用几何方程和本构方程，得到用算子函数表示的应力场，并将应力场带入边界条件当中，确定待定函数，

从而获得特定问题的位移场和应力场。最后将各物理量无量纲化，并根据声子场和相位子场的位移、声子场中的应力

分布情况，得到相应的结论。

关  键  词  ：  �弹性理论；立方准晶材料；反平面；应力场；位移场

Study about Anti-plane Problem of Cubic Quasicrystals Beams
Mao Shengzhi, Zhou Dejun, Wang Shuoxin, Xu Jingyu, Xia Jinpeng, Zhao Baosheng

School of Mechanical Engineering and Automation, University of Science and Technology, Anshan, Liaoning 114051

Abstract  :  � In order to study the anti-plane problem of cubic quasicrystal beams, the stress and deformation 

of cubic quasicrystal beams are analyzed. Firstly, starting from the basic equations of cubic 

quasicrystalline materials, the equations satisfied by the third direction displacement of phonon field 

and phase field is obtained. Secondly, using the Lur'e method, an operator function is introduced 

to represent the displacement using single variable undetermined functions. Then, by the geometric 

equations and constitutive equations, the stress field represented by the operator function is obtained, 

and the stress field is introduced into the boundary conditions to determine the undetermined function, 

thereby obtaining the displacement field and stress field of the specific problem. Finally, the physical 

quantities are dimensionless, and corresponding conclusions are obtained based on the displacement 

of the phonon field and phase field,as well as the stress distribution in the phonon field.
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引言

准晶材料虽然发现得比较晚，但其性能优势引起了广大科研工作者的注意，Shechtman[1]和郭可信团队 [2-3]先后发现了准晶材料的

存在，而立方准晶材料则是由 Feng等 [4]观察到的一种特殊的准晶材料，它具有立方点群对称的特征。为了明确表现出准晶材料晶格

的局部变化，可以利用 Landau的密度波理论来描述准晶弹性的物理性质，认为在准晶体中有两个位移场，分别存在于声子场和相位子

场中 [5]。丁棣华团队 [6-7]总结出立方准晶弹性的基本关系，范天佑 [8]从线弹性角度讨论了立方准晶理论的数学理论，并获得了部分分析

解。利用立方准晶材料的基本方程，Gao[9]利用势函数理论推导出二维立方准晶材料的弹性位移通解，姜腾霄 [10]等利用极坐标下的弹性

函数，分析了轴对称圆环和置入轴对称地基内圆筒，获得了应力和位移的解析式，刘兴伟 [11]、郭怀民 [12]、崔晓微 [13]等分别利用 Cauchy

积分公式、构造缺陷力学模型、解析延拓方法分析了一维六方压电准晶材料反平面断裂问题。

本文以立方准晶材料为研究对象，研究立方准晶材料梁的反平面问题的通用解法，并分析准晶材料性能对反平面梁的影响。
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一、立方准晶材料反平面问题的基本方程

立方准晶是一种重要的三维准晶体，其相位子场具有与声子

场相同的不可约表示，应力张量和应变张量具有对称性。在直角

坐标下 (x,y,z)，范天佑 [8]给出无体力立方准晶材料反平面问题的

基本方程，声子场位移分量 u 和相位子场位移分量 w 为：

( )yxuzz ,eu = , ( )yxwzz ,ew =                   （1）

式中： ze 代表与平面 Oxy垂直方向上的单位矢量； ( )yxuz , 和

( )yxwz , 分别代表声子场和相位子场中的位移分量。

应力与位移之间的几何方程为：
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其 中，σzx 和 σyz 为 声 子 场 应 力；hzx和 hyz为 相 位 子 场 应

力；C3为声子场内的剪切弹性常数，K3为声子场内的剪切弹性常

数，R3为声子场和相位子场的耦合剪切弹性常数。无体力平衡方

程为：

0yzzx

x y
σσ ∂∂

+ =
∂ ∂

， 0yzzx hh
x y

∂∂
+ =

∂ ∂
             （3）

将式（3）代入（2）可得位移平衡方程
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对于一般情况，C3K3—R3
2≠0，式（4）简化为
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由此可以看出，uz和 wz都是二维的调和函数。

二、立方准晶材料反平面位移场和应力场

根据调和函数的 Lur’e算子函数 [14]表示，它们可以写成如下

形式
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这里，gi(x)(i=1,2,3,4)是关于 x的待定函数，
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将位移场代入式（2），可得应力场
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为了更好的描述，令
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此处，U和 W是关于 x的函数，分别代表 y=0处 z向位移，

∑和 H也是关于 x的函数，分别代表 y=0平面上 z向的切应力。

利用 y=0处的这些物理量代替待定函数 gi(x)(i=1,2,3,4)后，可得位

移场为
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代回式（2）可以得到利用（9）中定义的物理量表示的应

力场
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三、立方准晶材料梁面受反平面面力时的位移场和应

力场

图1 反平面变形梁受力情况

研究如图1所示的结构，两个端部受到固定端约束长度为2l，

厚度为2t的梁，取梁的两个对称轴分别为 x轴和 y轴如图所示，

轴的正方向垂直于 Oxy平面向外。梁的上下表面作用切向载荷，

根据界面受力的特点，可以知道 ( ) ( ) 0== xWxU ，且边界条件可以

写成：

当 ty ±= 时 , ( )yzh h x= , ( )yz xσ σ=                              （12）

将应力场（13）代入到边界条件（12）中，并整理可得：

( ) ( ) ( )xxt x σ=Σ∂cos ， ( ) ( ) ( )xhxHt x =∂cos             （13）

利用式（7），（13）式展开并略去高阶项可得
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四、实例

当上下表面作用声子场切向载荷为二次函数、相位子场无载

荷时，即边界条件（12）中，
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图2 表面作用抛物线型载荷的立方准晶梁

为了更好地描述各参数对结果的影响，对坐标、位移和应力

等物理量进行无量纲化，令
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立方准晶材料的材料常数 [15]取 C3=1.532GPa,K3=0.1532GPa,

R3=0.23GPa。将以上结果代入到式（15），并代回到位移场和应

力场，可得
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其中 t
l

=λ ，代表梁的长度与厚度的比值。利用精化分析的方法

可得普通弹性梁理论 z轴方向位移是
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与之对照可知，在相同载荷作用下，立方准晶梁相对于晶体

梁的位移大，抵抗剪切的能力偏弱。

图3到图5显示了不同长厚比情况下，在 0=x 截面上，声子

场和相位子场的位移、声子场的切应力沿梁厚方向的变化。

 

图3 不同 λ梁在 x=0截面上声子场位移沿梁厚方向变化 图4 不同 λ梁在 x=0截面上相

位子场位移沿梁厚方向变化

如图3和图4所示，声子场位移与边界上作用力方向相同，相

位子场位移与之相反，伴随着长厚比的越大，声子场和相位子场

的位移沿梁厚越接近于线性变化分布，在梁的上表面处达到最大

值。如图5所示，声子场应力场呈抛物线状。

图5 不同长厚比反平面变形梁在 x=0截面上声子场应力沿梁厚方向变化

五、结论

通过对立方准晶材料反平面问题基本方程的分析，获得了获

得声子场和相位子场的第三方向位移满足的方程。通过精化理论

的研究思路，对上下表面作用切向载荷的立方准晶反平面梁进行

分析，得到声子场和相位子场的位移和应力分布。计算表明，在

上下表面作用声子场抛物线型切向载荷、相位子场无载荷时，声

子场位移与边界上作用力方向相同，相位子场位移与之相反，伴

随着长厚比的越大，声子场和相位子场的位移沿梁厚越接近于线

性变化分布，在梁的上表面处达到最大值，声子场应力场呈抛物

线状。在相同载荷和弹性常数情况下，立方准晶梁相对于晶体梁

的位移大，抵抗剪切的能力偏弱。
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