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摘      要  ：  �本文在波利亚解题理论的基础上，以一道中考试题为例，进行几何教学实践。通过“回顾反思”环节对试题深入探

究，培养学生的数学思维能力和核心素养。
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Abstract  :  � Based on Polya's problem-solving theory, this paper conducts geometry teaching practice with a senior 

high school entrance examination question as an example. Through the "review and reflection" link, the 

question is explored in depth to cultivate students' mathematical thinking ability and core literacy.
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引言

在2022年义务教育数学课程标准中，明确提出在初中阶段九大核心素养的主要表现。同时，几何教学对于培养学生的几何直观和空

间观念及其重要。几何直观有助于学生理解抽象的数学概念，还有助于培养学生的洞察力，促使学生深层次思考，学生在学习中能够

由点到面地看待问题。空间观念是学生应该具备的数学核心素养之一，是发展空间想象能力的重要基础。本文利用波利亚问题解决理

论探索初中几何教学研究 [1]。

几何教学不仅能培养学生的空间思维能力，还能培养学生的逻辑思维能力。平面几何题是最能体现出思维的开放性，其一题多解、从

特殊到一般的特点能很好地锻炼学生的空间观念，逻辑推理能力，开拓学生的眼界，提升学生的数学素养 [2,3]。

一、波利亚问题解决理论

波利亚解题理论描绘出解题理论的一个总体轮廓，也组成了

一个完整的解题教学系统。既

体现常识性，又体现由常识上

升为理论的自觉努力。波利亚

解题理论主要包括四个环节：

了解问题所在、制定计划、执

行计划、检查并展开。这四个

环节并非是单方向的，可以任

意往返，如图1所示。

极为重要的是第四步回顾

反思。但学生在解题过程中往

往 忽 略 第 四 步， 缺 乏 探 究 精

神，无法更深入地理解问题。基于此，本文着重对波利亚解题理

论中的第四步“回顾反思”进行探究，即：寻找两种及以上的解题

方法；将题目进行一般化处理。

二、基于波利亚理论对几何数学问题的回顾反思

基于上述理论的研讨分析，波利亚理论的第四步总结回顾对

于学生解决几何问题并且发展数学核心素养有着重要的作用。下

面本文从一道中考几何数学题出发，重点研究回顾与反思环节 [4]。
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如图2，在正方形 ABCD和正方形 CGEF中，点 B、C、G在同一

条直线上，M是线段 AE的中点，DM的延长线交于 EF于点 N，

连接 FM，易证：DM=FM，

DM丄 FM（无需写证明过程）
图 1
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（1） 如 图3， 当 点 B、C、F在 同 一 条 直 线

上，DM的 延 长 线 交 EG于 点 N， 其 余 条 件 不 变，

试探究线段 DM 与 FM 有怎样的关系？请写出猜想，并给予证明；

（2）如图4，当点 E、B、C在同一条直线上，DM的延长线

交 CE的延长线于点 N，其余条件不变，探究线段 DM与 FM有着

怎样的关系？请直接写出猜想。

图2  图  3   图4

这道中考试题的答案两小问的答案都是 DM=FM且 DM丄

FM，证明过程可查，也不是本文的研究重点，故在此不做列举。

而本文重点在于回顾整个解题过程后，实现反思升华，深挖蕴藏

于题目背后的数学本质，从而使学生更好地理解和掌握数学知识，

强化发现、提出、分析和解决问题的能力。

回顾与反思一：将正方形 CGEF绕点 C顺时针旋转其他特殊

角度，该结论是否依然成立？

通过分析这道中考试题的三张图发现，本题考察的图形的本

质实际上是正方形 CGEF在绕点从图2的初始状态做不同角度的

旋转。图3是正方形 CGEF绕点 C顺时针旋转了90° ,图4是正方

形 CGEF绕点 C顺时针旋转了225° ,那么自然会产生这样一个

疑问：将正方形 CGEF绕点 C旋转至其他特殊角度，该结论是否

依然成立？先考察正方形 CGEF绕点 C顺时针旋转45°的情形。

下面给出简要证明思路：

如图5延长 DM，使得其与 CE交于点 N，连接 DF，FN

先证明 ΔADM和 ΔMNE全等，然后利用它证明 ΔCDF和

ΔNFE全等，得到 ΔDFN是等腰直角三角形，且 M是 DN的中

点，进而得 FM=DM且 DM丄 FM的结论。

图 5

回顾与反思二：将正方形 CGEF绕点 C任意旋转，该结论是

否依然成立？

通过证明可以发现正方形 CGEF绕点 C顺时针旋转45°的

情形，该结论依旧成立，那么进一步地思考，将正方形 CGEF绕

点 C任意旋转，该结论是否依然成立？要证明它只需要证明当

顺时针旋转角度为 α时，该结论依旧成立即可。如图6取 AC，

CE的中点 K，L， 连接 KM，DK，ML，FL， 再做 MR丄 CE。

先证明四边形 KMLC是平行四边形，接着应用平行四边形 KMLC

的性质来证明 ΔDMK和 ΔMLF全等，从而得到 DM=MF。再利

用 ΔDMK和 ΔMLF全等进行角的等量转化以及 MR丄 CE，得到

∠ DMF=90°，从而证明 DM丄 MF。

图 6

回顾与反思三：点 M的轨迹是什么？

在任意旋转正方形 CGEF的过程中，注意到点 M似乎在某个

轨迹上运动。那么能否证明呢？

预设点 M轨迹是圆。证明过程如下所示：

图 7

如图7取 AC中点 L，连接 LM∵ L，M分别是 AC，AE中点

∴ LM是 ΔACE的中位线

∴ LM=1/2CE

在大正方形旋转过程中，L点为定点，M点为动点，LM长度

因 CE长度不变而不变，

因此，M是在以 L为圆心，LM为半径的圆上。

三、几点反思

（一）引导学生理解运用波利亚“怎样解题”表

“怎样解题”表的4个步骤和程序组成了一个完善的解题教

学程序，当学生按照波利亚“怎样解题”表进行解体时，能打开

学生思路，让学生有所启发，愿意继续思考下去，这样很多问题

都能迎刃而解。同时也可纠正学生遇到不熟悉或者难题时就不认

真分析思考，盲目推理的坏习惯。最终培养了学生独立解体的能

力，提高学生的数学思维能力。我们要加深学生对“怎样解题”

表的理解和运用 [5]。

（二）加强学生的问题回顾与反思意识

问题回顾与反思是学好数学的本质环节，然后现如今的中学

生大多浮于表面，草草做完题目，没有深入思考是否能用不同的

方法求解，是否能改成变式。我们要引领学生深入思考问题，挖

掘题目背后的内涵，从而让学生自我启发，总结经验，培养学生

对数学的浓厚兴趣，最终更好地提高学生的基础知识、基本技能、
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基本思想、基本活动经验，以及发现问题、提出问题、分析问题、

解决问题的能力，并提高学生的推理意识和创新能力 [6]。

四、在几何教学中运用波利亚解题理论的有效实践

路径

（一）以四环节为框架搭建阶梯式教学流程

波利亚解题理论的“了解问题、制定计划、执行计划、检查

并展开”四环节，能够为几何教学提供更加具有结构化的思维路

径。在教学过程中需要把这一理论转化成为具体可操作的阶梯式

教学方法，不断引导学生形成相关的逻辑思维。在了解问题的阶

段，教师可以将重点放在聚焦几何图形的本质拆解上。比如针对

含正方形的几何问题，可以引导学生通过“标注—关联”法提取

关键信息：先标注已知条件（如正方形边长相等、直角属性），

再关联图形隐含性质（如公共顶点 C的旋转关系、中点 M的中位

线联想），将文字描述转化为几何语言（如“延长线交于 N”转

化为“共线关系”），帮助学生建立“条件—图形”的对应认知。

而在制定计划阶段则需要侧重引发学生产生联想并选择合适的策

略 [9]。教师可以通过问题链来激发学生的旧知关联，例如“证明

线段相等和垂直可借助哪些工具？”（全等三角形、等腰直角三角

形），引导学生提出多种思路（如全等证明或坐标计），并通过

小组讨论分析来，让他们自行探讨可行性，最终培养学生的策略

意识。在执行计划时教师需要更加关注到学生推理的严谨性。要

求学生以“分步书写 +理由标注”规范过程，每一步推理均注明

依据（如“由正方形性质得 AB=CD”），复杂步骤可先用思维导

图梳理逻辑链，避免跳步。最后在“检查并展开”环节则需要学

生通过即时验证（如度量工具检验）和简单变式（如改变边长），

为他们后续的反思做好铺垫。

（二）以理论教学为基础强化回顾与反思教学

波利亚解体理论中的检查并展开环节能够帮助教师和学生回

顾整个教学过程并引起他们的反思，同时这也能够将解题过程转

化为思维培养的过程。在具体的教学实践过程中，教师需要打破

传统教学模式中以解题为主要目的的教学理念，进一步优化回顾

与反思环节，从多个角度设计相关的探究活动，保证反思环节的

有效性。从教学实施的角度来看，教师可以通过引导学生建立方

法迁移的意识来从多个角度检验自身的学习成果 [7]。比如大学生

完成基础解题之后，教师可以通过提问的方式来让他们思考能否

通过其他思路来推导出相关结论，以此来推动学生将不同的知识

模块进行串联。这种以一题多解为主要形式的反思过程，与传统

教学中追求不同的解法数量有本质的区别。它能够让学生在对比

其他解法的过程中理解不同知识之间的内在联系，从而不断强化

学生主动构建知识网络的思维习惯，这与波利亚理论中通过反思

打通思维节点的理念也是十分契合的 [8]。另外教师也要关注到从

特殊到一般的拓展教学。比如试题中正方形旋转的不同情形，倒

是可以以这一种情况为基础来引导学生思考图形变化中不变的本

质是什么，以此来引发学生进行自主探究，使他们认识到旋转任

意角度下结论的稳定性，这种更加具有实践性的学习过程也能够

让学生体会到特殊案例是一般规律的具象化这一思维模式，也能

够有效培养他们的抽象概括能力。这种实践既符合几何教学中

“以具体图形为载体、以规律探究为核心”的特点，又能落实核心

素养中“逻辑推理”“直观想象”的培养要求。最后，学生也需要

关注到问题背后所存在的数学本质。这就需要教师带领学生分析

动点，轨迹等更加深层次的问题，让学生能够认识到几何问题的

核心，而并不是指简单的理解表面图形的形式。这种教学设计方

式也和波利亚理论中的“回顾反思是解题本质环”相匹配，从而

能够有效帮助学生从掌握一道题逐渐转变成为理解一类问题，最

终实现学生数学思维与核心素养的双重提升 [10]。

五、结论

总之在波利亚解题理论的引导下，结合，对于具体结合教学

考试试题的深入分析，能够验证这一理论在初中几何教学中的有

效性。而通过带领学生进行一题多解探究，并使他们参与从特殊

到一般的变式拓展实践，能够有效突破传统教学模式中就题解题

的思维局限。并且通过动点轨迹分析等反思活动也可以帮助教师

检验自身教学的成果。这种教学模式不仅能够帮助学生把握几何

问题的本质，强化他们知识关联与思维迁移的能力，还能够有效

提升学生的逻辑推理能力，为他们未来的发展打下坚实的基础。
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