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摘   要 ：  运输问题是针对生产与需求之间的关系，如何使供应链可以高效率低成本地进行与控制的一种特殊的线性规划问题。

由于货物运输是现代物流系统中不可或缺的一环，运输问题的解答对于提升运输时效性以及成本具有重要意义。然而

在运输问题的求解过程中，退化解的产生可能会影响问题的求解。对于退化解产生的原因以及如何求解，只有少量文

献进行了说明。本文主要归纳总结了运输问题中退化情况及其产生的原因，根据退化解出现的位置不同给出了不同的

解决方法，并且基于一个具体的运输问题实例比较了当退化解为初始解时各种“0”元添加方法的优劣性。本文的结

论对于运输问题的求解、教学以及应用研究都具有一定的指导意义。
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A b s t r a c t  :   The transportation problem is a special kind of linear programming problem that focuses on the 

relationship between production and demand and how to make the supply chain operate and be 

controlled efficiently and at a low cost. As goods transportation is an indispensable part of the modern 

logistics system, solving transportation problems is of great significance for improving the timeliness 

and cost of transportation. However, in the process of solving transportation problems, the occurrence 

of regression may affect the solution of the problem. Only a few literatures have provided explanations 

on the causes of regression resolution and how to solve it. This article mainly summarizes the 

degradation situations and their causes in transportation problems. Different solutions are provided 

based on the different locations where the degradation occurs. Moreover, based on a specific 

transportation problem example, the advantages and disadvantages of various "0" element addition 

methods when the degradation is the initial solution are compared. The conclusion of this paper has 

certain guiding significance for the solution, teaching and applied research of transportation problems.
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引言

线性规划求解时，有时会出现基变量等于零的情况，称之为退化或退化解。退化解可出现在初始解、中间解或最优解各种情况 [1]。

运输问题作为一种特殊的线性规划问题，通过表上作业法进行求解时，也会出现退化的情形。

当在确定初始基可行解的过程中出现退化时，则需要添加“0”元素，以此来维持基变量的个数为个，但是对于“0”元的添加位

置，并没有一个确定的答案。教材 [2] 指出，原则上“0”元可以添加在同时划去的那行和那列的任意未填入运量的数字格，但是为了减少

调整次数，可将“0”添加在那行和那列中运价最小的数字格内。唐文广等认为为了避免用闭回路法求检验数时某些空格找不到闭回路，

所以“0”元应当添加在那行或那列不与其他运量格构成闭合回路的空格内 [3]。但是丁龙等认为，虽然文献 [3] 中的方法具有很大的合理

性，并且能够解决大部分的运输问题，但是仍然会出现“无法得到最优解”或者“调整计算量增大”的问题。所以，文献 [4] 给出了一种改

进方法，即“0”元应当添加在那行或那列不与其他运量格构成闭合回路且运价最小的的空格内 [4]。唐四云在文献 [5] 中指出应选择被划去

的该行和该列当中差额最大的，在此方向上找一未划去或未填运量的格 ( 对应运价最小 ) 填0，并对该方法给出一个较合理的解释。

本文首先说明了出现退化的原因，然后针对不同位置的退化解讨论退化解的求解策略，针对初始退化解的“0”元添加问题，基于

一个运输问题实例，分别用教材 [2] 和文献 [4-5] 给出的方法添加“0”元，发现针对该例题，教材 [2] 和文献 [4] 的方法会使得最优解误

判，只有文献 [5] 中的方法能够准确快速的求出最优解并利用 Lingo 进行了求解验证。
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一、退化情况产生的原因

运输规划作为线性规划的一个特定类型，其建模过程具有独

特的性质。在构建初始基时，通常采用三种经典方法：西北角

法、最小元素法以及 Vogel 法。该问题的求解关键在于确定一组

基变量 {xy}，这一过程通过表格操作实现。具体而言，需要在表

格中采用画圈标记的方式，每标记一个数值后，需同步调整对应

行的供给量和列的需求量，并完成行或列的删除操作。值得注意

的是，整个操作过程需确保最终标记的圆圈数量满足 m+n-1的条

件。此外，在求解过程中可能出现退化现象，这种现象主要源于

两种典型情形：

（1）在计算过程中有时会出现填入一个画圈的数时 , 使行和

列同时达到饱和 , 这时出现了既划去一行也划去了一列的情形 ,

造成了基变量的数目小于 m+n-1个 , 从而产生了退化解 [6]。

（2）在运用表上作业法执行单纯形法迭代的过程中，某一闭合

回路内的多个偶数格均出现相同的最小值。经过迭代，换入基变量

为一个，而换出的基变量的个数超过一个，导致退化解的产生 [6]。

二、退化情况的求解策略

退化的情况主要分为初始解、中间解和最终解出现退化的三

种情况，由于最终解已经求解完毕，所以下面分退化解为初始解

和退化解为中间解介绍求解的策略。

（一）初始解出现退化解的情况

当初始基可行解为退化解时，需要添一个“0”元。针对前面

提到的“0”元的不同添加方法，我们利用下面的一个产销平衡的

运输问题，来简单比较一下各种添加方法之间的优劣性。

例1 有三个产地 A1，A2，A3，四个销地 B1，B2，B3，B4，各产

地的供应量与销地的需求量如表1所示。确定总成本最低的物资调

运方案。 

表1

产量

2 6 5 3 6

1 3 2 1 2

3 2 7 4 2

销量 3 3 2 2

解： 用 Vogel 法 求 得 初 始 方 案 如 下 表2. 本 例 单 位 运 价

Cy,i=1,2,3，

此时的初始解为退化解。这是由于在用 Vogel 法求初始解的过

程中，当在 A2B3 数字格填入运量2后，由于 A2 行的产量等于 B3 列

的销量，需要同时划去 A2 行和 B3 列，导致基变量的个数变成了5

个。为了保证基变量的个数为6个，需要在 A2 行或 B3 列未填入运

量的数字格添加“0”元。

若采用教材 [2] 的方法将“0”元素填入 A2B1 所对应的数字

格。此时采用位势法可判断表2中的方案并非最优方案。因为，检

验数 σ22=-2，σ24=-1，表2还需要进行迭代才能变成最优方案。

但是事实上此时的基可行解已经为最优解，因此出现了最优解误

判的情况，并且使得调整计算量增大。若采用文献 [4] 的方法，此

时“0”元的添加位置仍可为 A2B1 所对应的数字格，因此仍然会出

现前面所说的问题。但是如果采用文献 [5] 的方法将“0”元素填

入 A1B3 所对应的数字格 , 可得初始方案如下表3 

采用位势法可判断出，表3给出的初始方案是最优方案。

表2 表3

产量 产量

3 1 2 6 3 1 [0] 2 6

[0] 2 2 2 2

2 2 2 2

销量 3 3 2 2
销

量
3 3 2 2

最后，利用 Lingo 验证所得最优方案是否正确，计算结果如图1所示

  

图1 利用 Lingo 计算例1的计算结果 

研究表明，退化情形下填入“0”元素的位置选择将显著影响

被删除行和列中剩余未分配格子的检验数计算。通过闭回路法的

分析验证，文献 [2] 提出的方法具有理论依据：当已确定运量的

数字格所对应的单位运价恰好是被删除行和列的最小值时，该方

法至少能够为（被划去的该行和该列的）其它未填入数字的格在

求检验数时，在其闭回路的该行或该列方向上提供正值。为了使

提供的正值尽可能大，需要综合考虑被删除行和列的差额指标。

具体而言，应当比较行差额和列差额的数值，选择差额较大者作

为基准方向，并在该方向上寻找未被划去且运价最小的格子填入

“0”[5]。以本案例为例，在确定 A2 至 B3 的运输量为2后出现退化

情况，需要同时删除 A2 行和 B3 列，其对应的罚数分别为1和3。

由于列罚数较大，故选择在 A1B3 位置填入“0”，最终获得的运输

方案经检验确为最优解。

（二）中间解出现退化解的情况

在运用闭回路法进行方案调整时，若某一闭合回路的偶数格
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位置同时存在多个相等的最小数值，则会产生特殊情形。经过迭

代运算后，虽然仅有一个变量进入基，但需要替换的基变量数量

却超过一个，这种情况将不可避免地引发退化现象。为确保基变

量数量严格符合 m+n-1的要求，必须遵循“一进一出”的基本准

则来处理此类问题。例如下面的一个产销平衡的运输问题：

例2 有三个产地 A1，A2，A3，四个销地 B1，B2，B3，B4，产销

量见表4，确定最优调运方案。

表4

产量

2 3 4 5 10

3 2 5 6 12

4 3 6 8 8

销量 6 8 7 9

解：首先用最小元素法确定初始基可行解如下表5。

此时基变量个数为6，未出现退化解，再采用位势法求非基

变量的检验数，得 σ32=-2，，因此上述初始基可行解不是最优

解，进而采用闭回路法进行换基迭代。但在调整过程中，发现在

以 A3B2 为 起 始 点 的 闭 回 路 A3B2 → A2B2 → A2B4 → A3B4 → A3B2 →

中，偶数格 A2B2 和 A3B4 中出现了相同的最小数值8，因此迭代过

程出现了退化。此时，我们采用“一进一出”的原则进行调整，

将 A3B2 作为基变量，A2B2 为非基变量，A3B4 的位置补“0”以保证

基变量的个数保持6个不变。得到新的基可行解后，继续按照上述

步骤进行最优解判别、换基迭代，直至得到最优解。如下表6

表5 表6

产

量

产

量

6 4 10 1 9 10

8 3 1 12 6 6 12

8 8 8 [0] 8

销

量
6 8 7 9

销

量
6 8 7 9

三、结语

本文主梳理总结了运输问题中退化情况产生的原因以及求解

策略，特别是针对退化解为初始解的情况，给出了一个实例，分

别采用教材 [2]、文献 [4][5] 的方法进行求解，来比较它们的优劣

性，结果表明针对本文例题，文献 [5] 的方法是最优的。需要注意

的是，此时文献 [5] 的方法所表现出来的最优性，仅仅是针对本文

所给例子，是否存在其它的例子导致文献 [4] 的方法比文献 [5] 更

有效仍需要进一步探索。事实上，无论是哪一种方法都能解决绝

大多数的运输问题，只是调整次数不同而已，因此，在具体的教

学中，采用任一种方法均可进行求解。
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