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摘      要  ：  �本文讨论了幂级数在什么条件下是泰勒级数，不同函数是否可以展开为同一个泰勒级数以及一个函数的泰勒级数展开

式是否一定收敛于原函数等问题，并利用 MATLAB演示了函数的泰勒级数展开并通过作图说明了不同的函数可展开

为同一个泰勒级数的情形。本文对泰勒级数与幂级数之间关系的及其应用的深入理解具有指导意义，对泰勒级数和幂

级数的教学也有一定的参考意义。
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Abstract  :  � This paper discusses under what conditions a power series is a Taylor series, whether different 

functions can be expanded into the same Taylor series, and whether the Taylor series expansion 

of a function necessarily converges to the original function. It also utilizes MATLAB to demonstrate 

the Taylor series expansion of functions and illustrates, through graphical representations, scenarios 

where different functions can be expanded into the same Taylor series. This paper provides guidance 

for a deeper understanding of the relationship between Taylor series and power series and their 

applications, and also offers certain reference value for the teaching of Taylor series and power series. 
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引言

由于泰勒级数与幂级数有着逐项求导、逐项可积、一致收敛等良好的性质，所以在微分方程解法、概率、函数值的近似计算等实际

问题中有着广泛的应用。很多学者研究了泰勒级数和幂级数，如张宇涵等利用对延迟系统中具有延迟项的泰勒级数展开对动力学模型的

关节空间轨迹跟踪的控制问题进行预测逼近 [1]，孟献青研究了幂级数的和函数在求数列极限、积分中的应用 [2]。我们知道泰勒级数都是

幂级数，然而并不是所有的幂级数都是泰勒级数，汪训洋等通过对泰勒公式与泰勒级数定义的分析和各自在科学计算中的不同作用讨论

了两者的不同 [3]，王从徐讨论了函数展开成泰勒级数的方法与应用 [4]，潘嵘讨论了幂级数的性质与应用 [5]。然而，目前对泰勒级数与幂

级数关系的深入探讨并没有明确给出。

本文根据幂级数与泰勒级数的相关定理与性质，探讨了两种级数的联系与区别，讨论了幂级数在什么条件下是泰勒级数、不同函数

展开为同一泰勒级数以及一个函数的泰勒级数展开不一定收敛于原函数的相关结论；并利用 MATLAB演示了函数的泰勒级数的展开且

通过作图说明了不同的函数可展开为同一个泰勒级数的理论。

一、基本概念及理论

定义2.1[6] 由幂函数序列 ( )0{ }n
na x x− 所产生的函数项级数
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称为幂级数。
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定义2.2[6] 若函数 ( )f x 在 0x x= 处存在任意阶导数，则称级数

( ) ( )( ) ( ) ( )
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n
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f x f x x x x x x x
n

′′
′+ − + − + + − +           （2）

为函数 ( )f x 在 0x x= 处的泰勒级数。

定 义2.3[6] 若 函 数 ( )f x 处 存 在 直 至 n阶 导 数， 则，

( ) ( ) ( )( )0
n

nf x T x x xο= + − 即
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（3）式称为函数 ( )f x 在点 0x 处的泰勒公式， ( ) ( ) ( )n nR x f x T x= −

称为泰勒公式的余项。

定理2.1[6]若函数 ( )f x 为幂函数（1）在点 0x x= 某邻域上的和

函数，则幂级数（1）的系数与函数 ( )f x 在 0x x= 处的各阶导数有

如下关系： ( )
( ) ( ) ( )0

0 0 ,           1,2,
!

n

n

f x
a f x a n

n
= = =  .

二、泰勒级数与幂级数的区别

泰勒级数与幂级数在构造与使用上存在差异。由泰勒级数的

定义可知，它是围绕一个特定的点展开，用于逼近该点附近函数

的值，通常用于分析函数在其展开点附近的性质，比如函数的

值、导数值、积分值等。幂级数是一类最简单的函数项级数，其

构造不需要考虑函数的导数，而是直接根据函数的性质或者问题

的需求来确定系数，通常应用于解决各种数学问题，如微分方

程、积分方程、级数求和等。从形式上看，它们的主要区别在于

系数，幂级数的系数通常为常数，而泰勒级数的系数恰好是函数

在展开点处的各阶导数与相应阶乘的商。泰勒级数关注的是函数

在某一点附近的精确行为，特别是导数和极值，而幂级数则是用

来描述函数在整个实数轴上的整体特性。

泰勒级数与幂级数在收敛性上进行比较，泰勒级数是以某一

点为中心，通过函数的各阶导数来构建的级数。它的收敛性依赖

于函数在该点的光滑性，即函数具有高阶导数的阶数足够高。然

而，泰勒级数的收敛范围通常局限于中心点附近的一个小区间

内，超出这个范围，级数可能不再收敛。幂级数的收敛性质则更

为复杂，其收敛范围通常不局限于某一点附近，而是可以在更大

的区域内收敛。幂级数的一个重要特性是它们往往趋于发散，这

意味着随着自变量的增大，级数不会趋向于任何特定的数值。

三、泰勒级数与幂级数的联系

泰勒级数是幂级数的特殊情况，泰勒级数都是幂级数，但是

并不是每一个幂级数都是泰勒级数，定理4.1讨论了幂级数在什么

情况下是泰勒级数。

定理4.1若一个幂级数的收敛半径不为零，则至少存在一个函

数 ( )f x ，使得 ( )f x 在 0x 处的泰勒级数就是该幂级数。

证明：对于任意一个收敛半径不为零的幂级数，不妨设该幂

级数的形式为 ( )0
0

n
n

n
a x x

∞

=

−∑ ，则在收敛半径之内，该幂级数一定收敛

于某一个函数 ( )f x ，即
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由幂级数的逐项求导性质以及定理2.1可知，该幂级数的系数

为 ( )
( ) ( ) ( )0
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )20 0

0 0 0 0 02! !

n
nf x f x

f x f x f x x x x x x x
n

′′
′= + − + − + + − +        （5）

下面根据泰勒级数与幂级数的部分性质，讨论函数展开的泰

勒级数不一定收敛于原函数的理论以及不同函数可展开为同一泰

勒级数的理论，并分析总结这些函数的共同点。在点 0x 处具有任

意阶导数的函数可展开为泰勒级数，但展开的泰勒级数在收敛域

内并不一定收敛于该函数。这可能发生在以下几种情况：

1.发散的收敛半径：泰勒级数的收敛性与收敛半径有关。如

果泰勒级数的收敛半径小于我们关心的范围，那么级数在该范围

内可能不收敛于原函数。

2.函数的奇点：如果函数在展开点附近存在奇点（如无穷大

或不连续点），则泰勒级数可能无法正确收敛。

3.函数的震荡性质：对于某些震荡的函数，泰勒级数可能会

在一些点上发散。

在使用泰勒级数逼近函数时，必须谨慎选择展开点和确保收

敛条件。如果函数在展开点附近具有较好的光滑性并且泰勒级数

的收敛半径足够大，那么泰勒级数通常会较好地逼近原函数。如

果 ( )f x 在点 0x 处具有各阶导数，那么泰勒级数能否在某个区间内

收敛，是否收敛于 ( )f x 仍需验证。幂级数在收敛域内收敛于一个

函数的充要条件为该函数在点 0x 处的泰勒公式的余项的极限

为零。

下面给出一个函数展开的泰勒级数不收敛于原函数的例子。

例 1 函数 ( )
2

1

    0
0        0

xe xf x
x

− ≠= 
 =

在 0x = 处有任意阶导数且 ( ) ( )0 0nf = ，所以

函数在 0x = 处的泰勒级数 ( ) ( ) ( ) ( ) 210 0 0 0
2!

f x f f x f x′ ′′= + + + = ，其中 x 属于0

的某邻域。显然该级数不收敛到函数本身，因为在非零处，函数

为 2
1
xe

− 。

下面，本文构造出两个例子说明多个函数在一点处的泰勒展

式可能为同一个收敛半径不为零的幂级数。

例 2 设函数

( )
4
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               0.

xe c xf x
c x
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，

，
    ( )

2
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 =

，

，  （ c 为任意常数项）

可知函数 ( )f x 和 ( )g x 在 0x = 处连续可导，且 0x = 点处任意阶

导数均存在，故两者均可在 0x = 处展开为泰勒级数。由于函数

( )f x 在 0x = 处的各阶导数为： ( )0f c= , ( ) ( )0 0nf = 。因此，该函数在

0x = 处的泰勒级数展开为
( )
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n
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n
′′
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理可得，函数 ( )g x 在 0x = 处的泰勒级数展开为
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n
ng c g cg c g c x x x c c

n
′′

′+ + + + + = + + + + =    .由此可见，一个或

多个函数在某个点 0x 处的泰勒展开可能为同一个幂级数，但这个

幂级数不收敛于该函数。

例 3 设函数
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易验证，函数在 ( )r x 在 0x = 处任意阶可

导，可得该函数在 0x = 可进行泰勒级数展开为
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因为级数 2 1

0

( 1)
(2 1)!

n
n

n
x

n

∞
+

=

−
+∑ 的收敛半径为 ( ),−∞ +∞ ，且在 ( ),−∞ +∞ 中，

sin x 与 ( )r x 不相等，所以由不同函数展开所得的幂级数可能是相

同的。

泰勒级数可以用于表示不同的函数，当两个函数在某个点及

其各阶导数相等时，它们在这一点的泰勒级数是相同的。虽然一

个收敛半径不为零的幂级数可能由不同的函数进行泰勒级数展开
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得到，但是这些函数有一个共同点，如下面定理所示：

定理4.2若一个收敛半径不为零的幂级数可由多个不同的函数

在 0x x= 处进行泰勒展开，则存在一个实数 0δ > ，使得这些函数

在区域 0 0( , )x xδ δ− + 上完全相同。

证明：（只证明两个不同函数的情况）设函数 ( )1f x 与 ( )2f x 在

点 0x 处展开的泰勒级数相同，即函数 ( )1f x 与 ( )2f x 在点 0x 处的各

阶导数值相同，则分别将函数 ( )1f x 与 ( )2f x 在点 0x 处进行泰勒公式

展开，展开结果为：

( )
21 0 1 0

1 1 0 1 0 0 0 0 1
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2! !

nf x f xf x f x f x x x x x x x R x
n

′′′= + − + − + + − +      （6）

( )
22 0 2 0

2 2 0 2 0 0 0 0 2
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2! !

nf x f xf x f x f x x x x x x x R x
n

′′
′= + − + − + + − +      （7）

其中 1( )R x 与 2 ( )R x 分别为函数 ( )1f x 与 ( )2f x 的余项， 1( )R x 与 2 ( )R x

均为 0( )nx x− 的高阶无穷小量。

将函数（6）减去函数（7）可得： 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f x f x R x R x− = − ，

由无穷小量的性质：无穷小量与无穷小量的加、减、乘仍为无穷

小量可知， 1 2( ) ( )R x R x− 仍为无穷小量，所以可得：对于 0ε∀ > ，

0δ∃ > ，当 0 0( , )x x xδ δ∈ − + 时，有 1 2 1 2( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0f x f x R x R x ε− − = − − < 成

立。因为 ε 的任意性，所以可得在 0 0( , )x xδ δ− + 内， 1 2( ) ( )f x f x=

成立。

四、图像的演示和比较

通过 MATLAB演示函数的泰勒级数展开，并通过作图比较分

析不同阶次泰勒多项式对原函数的逼近效果。

考虑函数 y tan x= 的泰勒展开，分别作出函数 y tan x= 与其

前 n项（n取5、10、20、50）构成的泰勒多项式函数 1y 、 2y 、

3y 、 4y 在给定点 0 0x = 处的邻域 [ ]1.5,1.5− （ 1.5δ = ）上的图像，其

中函数 y tan x= 用蓝色的实线表示，各项泰勒多项式函数用红色

的双画线表示。原函数与函数 2y 、函数 3y 的图像如下：

  

图1 tan x 与函数 2y 的趋近图                         图2 tan x 与函数 3y 的趋近图

观察并比较图1与图2可以发现原函数的各阶泰勒级数部分

和函数的图像在展开点附近的区域都能够较好地逼近原函数，而

且随着阶数的增加，图像越来越逼近原函数图像，误差也相对

较小。

五、结论

本文通过对泰勒级数与幂级数的部分性质进行分析，研究了

泰勒级数与幂级数的区别与联系，讨论了不同函数可展开为同一

泰勒级数的理论以及函数展开的泰勒级数不一定收敛于原函数的

理论，并利用 MATLAB演示了函数的泰勒级数的展开并作图说明

了不同的函数可展开为同一个泰勒级数的理论。
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