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不同坐标系下速度加速度推导及其教学应用
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摘      要  ：  �针对当前大学物理简明教材在质点运动学章节中，自然坐标系与极坐标系下速度和加速度表达式推导缺失的问题，本

文进行深入剖析与详细推导，旨在填补这一教学空白，提升学生对曲线运动规律的理解．首先探讨了在两种坐标系下

速度和加速度表达式的推导过程，通过对单位矢量方向变化的深入研究，揭示了其对于运动分解的影响机制．其次通

过对比分析，揭示了两种坐标系在描述质点运动时的优势和局限，为学生日后处理相关问题选择合适的坐标系提供理

论支持．
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Abstract  :  � In response to the issue of the absence of derivations of velocity and acceleration expressions in 

natural and polar coordinate systems in the kinematics chapter of current concise university physics 

textbooks, this paper conducts an in-depth analysis and detailed derivation, aiming to fill this teaching 

gap and enhance students' understanding of the laws of curvilinear motion. Firstly, the derivation 

process of velocity and acceleration expressions in the two coordinate systems is explored. Through 

an in-depth study of the changes in the directions of unit vectors, the impact mechanism on motion 

decomposition is revealed. Secondly, by comparative analysis, the advantages and limitations of the 

two coordinate systems in describing particle motion are revealed, providing theoretical support for 

students to choose appropriate coordinate systems when dealing with related problems in the future.
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引言

在大学物理教学中，质点运动学是基础且关键的内容．自然坐标系和极坐标系作为研究质点曲线运动的重要坐标系，其速度和加速

度表达式对于学生深入理解曲线运动的本质具有重要意义．然而，现行部分高校选用教材 [1]在这部分内容上，常直接给出表达式，缺乏

推导过程，致使学生理解困难，无法深入掌握相关知识要点，主要表现为：忽略坐标系单位矢量的时变性影响、混淆切向加速度与法向

加速度的物理来源、无法辨析径向与自然法向的本质差异．为解决此问题，撰写本文对其进行详尽推导．

一、自然坐标系下速度和加速度表达式推导

（一）建立自然坐标系

自然坐标系是沿质点运动轨迹建立的坐标系 [2-4]，如图1所

示，以质点运动轨迹上某点 O 为原点，以距离原点 O 的弧长 s 为

参数， P 点的位置矢量可表示为 ( )s=r r ，沿曲线切线方向的单位

矢量记为τ̂ ，垂直于切线方向（即法向）的单位矢量记为 n̂ ．切

向和法向单位矢量随物体在轨迹上的位置而变化．

图1 自然坐标系示意图
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（二）自然坐标系下速度表达式推导

设质点在时刻 t 的位置矢量为 1( )sr ，在 t t+ ∆ 时刻位置矢量为

2( )sr ，则位移 2 1( ) ( )s s∆ = −r r r ．若将位移 ∆r 沿切向和法向分解，

当 0t∆ → 时，切向位移大小近似等于弧长 2 1s s s∆ = − ，而法向位

移趋于零，故切向速度
0

lim
t

s dsv
t dtτ ∆ →

∆
= =

∆
，法向速度 0nv = ，速度

在自然坐标系中只有切向分量， ˆ̂̂ dsv v
dtττ τ τ= = =v ．

（三）自然坐标系下加速度表达式推导

加速度
ˆˆ̂( )d d dv dv v

dt dt dt dt
ττ τ= = = +

va ，利用链式法则处理第二项：

ˆ̂d d ds
dt ds dt
τ τ
= ．这里

ˆd
ds
τ

表示切线单位矢量τ̂ 对弧长 s 的变化率，其

大小为曲线的曲率κ ，即
ˆ

| |d
ds
τ κ= ，具体推导过程如下．

图2(a)为自然坐标系中邻近两点 1P 和 2P 的切向单位矢量 1̂τ 和 2τ̂

示意图，其中 s∆ 表示 1P 和 2P 之间的圆弧， ρ 为该圆弧所对应密切

圆的曲率半径， ds
d

ρ
θ

= ．为了直观地表示切向单位矢量τ̂ 对弧长 s

的变化率
ˆ
s
τ∆
∆ ，我们将 1̂τ 和 2τ̂ 平移到了同一个矢量三角里边（图

2(b)）， 考 虑 到 切 线 单 位 矢 量 τ̂ 的 大 小 恒 为1， 根 据

( ) ( )22 ˆˆ1 1ˆ̂̂̂ 0
2 2

dd d d
ds ds ds ds

τττ τ τ τ= = = = 可知 ˆd
ds
τ 的方向与τ̂ 相互垂直，结

合图2可知，当 0s∆ → 时， τ̂∆ 必将指向密切圆的圆心，
ˆd

ds
τ

与 n̂

方向相同，所以有 ˆ ˆd n
ds
τ κ= ．这里

ˆ 1 1| |d d
ds ds
τ θκ

ρ
⋅

= = = ，可见κ 是一个

与曲线弯曲程度相关的量．

综上可知， 自然坐标系中加速度的表示式可以整理为：
2

ˆ̂dv v n
dt
τ

ρ
= +a ， 自然坐标系的加速度分解源于轨迹的局部几何

特性．

图2 自然坐标系中邻近两点 1P 和
2P 的切向单位矢量示意图

二、极坐标系下速度和加速度表达式推导

（一）极坐标系的建立

极坐标系 [3-6]以平面上某固定点O 为极点，从极点O 出发的一

条射线Ox 为极轴，质点 P 的位置由极径 r 和极角θ 确定，如图3

所示．沿 r 方向的单位矢量记为径向单位矢量 r̂ ， r 表示 P 点的

位置矢量， ˆ= rrr ，垂直于 r̂ 且沿逆时针极角增大方向的单位矢

量记为横向单位矢量 θ̂ ．径向单位矢量和横向单位矢量也会随 P
点所处空间位置而变化．

图3 极坐标系示意图

（二）极坐标系下速度表达式推导

图4(a)为自然坐标系中邻近两点 1P 和 1P 的径向和横向单位矢

量 1̂r 、 2̂r 和 1̂θ 、 2̂θ 示意图，质点在时刻 t 的位置矢量为 ( )tr ，在

t t+ ∆ 时刻位置矢量为 ( )t t+ ∆r ．将质点的位置矢量 ˆrr=r 对时间

t 求 导， 根 据 莱 布 尼 兹 复 合 函 数 求 导 法 则 可 得 速 度

ˆ̂( ˆd d rr dr drr r
dt dt dt dt

= = = +
）rv ．单位矢量 r̂ 随时间的变化率

ˆdr
dt

满足的关

系式推导过程如下．

同样地，为了直观地表示径向单位矢量 r̂ 的变化情况，我们

将 1̂r 和 2̂r 平移到了同一个矢量三角里边，如图4(b)所示．根据

ˆˆˆ̂ 0
d rdrr r

dt dt
= = 可知

ˆdr
dt

的方向与 r̂ 相互垂直，即
ˆdr

dt
与 θ̂ 方向

相同 .

图4 极坐标系中两点 1P 和
2P 的径向和横向单位矢量示意图

又因为
0 0

ˆˆ̂ (1 ) ˆlim lim
t t

dr r d
dt t t dt

θ θ θ θ
∆ → ∆ →

∆ ⋅∆
= = =

∆ ∆
，极坐标系中速度的表示

式可以整理为 ˆˆdr dr r
dt dt

θ θ= +v ，其中右边第一项代表速度的径向

分量，反映了 r 长度的变化，右边第二项代表速度的横向分量，

反映了 r 方向的变化，且与角速度
d
dt
θ ω= 有关．

（三）极坐标系下加速度表达式推导

对速度 v 再次求导，可得加速度 ˆˆd d dr d dr r
dt dt dt dt dt

θ θ   = = +   
   

va ．其
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中
2

2
ˆ̂ˆ̂d dr d r dr d d dr r r

dt dt dt dt dt dt dt
θ θθ θ   = + =   

   
， 

2

2

ˆˆ̂dr d d d dr r
dt dt dt dt dt

θ θ θ θθ θ+ + ， 单位矢

量θ̂ 随时间的变化率
ˆd

dt
θ

满足的关系式推导过程如下．

为了直观地表示横向单位矢量 θ̂ 的变化情况，我们将 1̂θ 和 2̂θ
平 移 到 了 同 一 个 矢 量 三 角 里 边， 如 图4(c)所 示． 根 据

ˆˆˆ̂ 0
dd

dt dt

θθθ θ= = 可知
ˆd

dt
θ 的方向与 θ̂ 相互垂直，即

ˆd
dt
θ

与 r̂ 方向

平行 .

又因为 0 0

ˆ̂ ˆ(1 ) ˆlim lim
t t

d r d r
dt t t dt
θ θ θ θ

∆ → ∆ →

∆ ⋅∆
= = − = −

∆ ∆ ，极坐标系中加速度的表

示式可以整理为
22 2

2 2
ˆˆ 2d r d dr d dr r r

dt dt dt dt dt
θ θ θ θ

    = − + +         
a ，其中右边第一项代

表加速度的径向分量，反映了离心项的来源，右边第二项代表加

速度的横向分量， 反映了科里奥利项的来源， 且与角加速度
2

2

d
dt
θ α= 有关．

三、讨论

自然坐标系能直接体现物体运动的切向和法向特性，对于分

析曲线运动中物体的速度、加速度在运动轨迹切向和法向的分量

变化非常直观．在研究如圆周运动、一般曲线运动的动力学问题

时，可方便地将力和加速度沿切向和法向分解，使问题分析更简

洁．但是，自然坐标系的适用范围相对较窄，主要适用于已知运

动轨迹的曲线运动问题．对于运动轨迹复杂多变或难以用简单方

程描述的运动，建立自然坐标系可能会很困难，且分析过程可能

会因轨迹的复杂性而变得繁琐 [7-10]．

极坐标系在处理有心力问题，如天体运动、带电粒子在中心

力场中的运动时，具有独特优势．它能利用极坐标下的对称性和

物理量的特殊关系，简化运动方程的建立和求解过程．同时，对

于描述具有旋转对称性的运动系统，能清晰地表示出物体的位

置、速度和加速度等物理量与角量和距离的关系．但是，对于非

中心对称或非旋转对称的运动问题，使用极坐标系可能会使问题

复杂化．而且极坐标下的数学运算，如求导、积分等，相对直角

坐标系可能会更复杂，需要对极坐标的相关知识有深入理解才能

熟练运用 [10-15]．

总之，自然坐标系和极坐标系在处理运动问题时各有优缺

点，具体情况需具体分析．

四、结论

通过对自然坐标系和极坐标系下速度和加速度表达式的详细

推导，弥补了现行部分高校大学物理教材在此部分内容的不足．

有助于学生更深入、全面地理解质点曲线运动的规律，为后续物

理课程的学习奠定坚实基础．在教学过程中，教师可将本文推导

内容融入课堂，以提升教学效果．同时，期望本文能为物理教材

编写者提供参考，完善相关内容的呈现方式．
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