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一、符号约定与回文树的定义

本文用 表示字符串的字符集。

s 的回文树描述了 s 所有本质不同的回文子串的结构。一个字

符串 s 的回文树由两棵树组成，除两棵树的根节点外每个节点表示

s 的一个本质不同的回文子串。树上每条边有一个字符。对于节点

,x y ，记它们代表的回文子串分别为 ,a b ，若 y 是 x 的儿子且

( ),x y 上的字符为 c ，则 b cac= 。特别地，称两棵树的根节点分

别为 ,even odd ，则 even 代表着空串， odd 代表着长度为 1− 的

串。即，若树上有边 ( ), ,odd x c ，则 x 代表的串为 c 。对于每个节

点 x ，记
,x ctr 表示 x 的出边为 c 的儿子。

树上每个点还有一个 fail 指针指向它代表的串的最长回文真

后缀对应的节点。特别地，定义串长为1，即没有非空回文真后缀

的点的 fail 值为 even ，
evenfail odd= 。若每个点向它的 fail 连
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边，则形成一棵以 odd 为根的树，称它为 fail 树。

二、回文树的性质

（一）性质一

往一个串末尾添加一个字符，本质不同的回文子串数量至多

增加1。

证 明： 采 用 反 证 法。 若 增 加 了 超 过1个， 不 妨 设 增 加 了

1 2 1 2, ( )s s s s> ，则 2s 是 1s 的回文后缀。根据回文的基本性质， 2s

也是 1s 的回文前缀，即 2s 在之前的串中出现过，矛盾。

（二）性质二

字符串 s 的回文树的节点数至多为 2s + 。

证明：空串的回文树节点个数为 2 ，从空串开始依次添加字

符，由性质一，每添加一个字符节点个数至多增加1，所以 s 的回

引言

回文问题有着长久的研究历史。Manacher 在1975年提出了 Manacher 算法 [1]，统计本质不同回文子串的问题在2010年来受到关

注 [2,3]，算法竞赛界也逐渐形成了一套研究回文问题的方法论 [4]。回文树作为处理回文相关问题的一个强大而便利的工具，自从2015年

被提出 [5] 以来，在算法竞赛中逐渐流行 [6]，并延伸出若干拓展 [7]。关于在字符串两端插入删除字符并维护回文树的问题，本文基于回文

子串的几个性质，提出了一个时空复杂度 ( log | |)O n Σ 的在线非均摊算法，给出了算法的实现，并讨论了该算法的拓展和应用。
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文树的节点数至多为 2s + 。

三、回文树的构造算法及其拓展

（一）基础构造算法

我们采用增量法构造回文树，即假设已经构造出了 s 的回文

树，接下来在 s 末尾添加字符 c ，并构造 sc 的回文树。

根据性质一，构造回文树的关键是找出 sc 的最长回文后缀。

在增量法的过程中，我们记录当前串最长回文后缀对应的节

点 x 。添加一个字符 c 时，我们不断将 x 变为 xfail ，直到 x 代表

的后缀的前一个字符是 c 。注意到 x odd= 时该条件一定成立，所

以我们一定找得到这样的 x 。此时将 x 设为 ,x ctr ，若没有则新建节

点即可。

若新建了节点，我们还需计算出新节点的 fail 。可以采用类

似的方法，从上面找到的 x 的 fail 出发，继续寻找前一个字符是

c 的后缀。

在串长为1时需要特殊处理。

接下来我们分析复杂度。

定义势能函数为当前 x 代表的串的长度，可以发现势能每次

最多增加 2 ，而跳 fail 会减少势能。

计算 fail 的部分，可以定义势能函数为当前 xfail 代表的串的

长度，也是一样的。

我们也可以定义势能函数为 x 在 fail 树上的深度。跳 fail 时

势能减 1。记 ,x ctr y= ，当 x 变为 y 时，深度最多加 2 ，理由是 y

的 每 个 长 度 为 ( )1l l ≥ 的 border 都 意 味 着 x 有 长 为 2l − 的

border。计算 fail 的部分同理。

因此，以上算法的时间复杂度是 ( )O n 。

（二）在开头添加字符

上述算法支持了在字符串末尾添加字符时维护回文树。下面

我们尝试支持在字符串开头添加字符。

可以发现回文串的回文前缀和回文后缀是一样的，反串的回

文树和原串是一样的，所以前端插入和后端插入是本质相同的。

额外记一个当前串的最长回文前缀对应的节点即可。注意当整个

串变为回文串时，后端插入会影响最长回文前缀，反之亦然。

此时的时间复杂度分析只能采用第二种势能函数，即最长回

文前缀和最长回文后缀的 fail 树深度和。因为当整个串变成回文串

时，不妨设我们是后端插入，那么最长回文前缀的长度可能会增

加很多，但 fail 树上的深度只会增加1。

（三）复杂度非均摊的构造方式

上面的构造方式复杂度是均摊的，无法支持末尾删除字符。

我们尝试在每个点 x 额外开一个数组 ,x cqk ，记录从 x 开始跳

fail ，目标字符是 c 时会到达哪个点。

但是 x 在 s 中不同出现位置的前一个字符是不同的，无法仅根

据 x 确定 ,x cqk 的值。

稍作修改，令 ,x cqk 表示从 xfail 开始跳的结果。因为从 xfail
开始的每个节点都是 x 的真子串，所以它们的前一个字符都是确

定的。

新建节点 x 并计算出 xfail 后， xqk 从
xfailqk 拷贝过来，再加上

xfail 的转移即可。

时间复杂度 ( )O n Σ ，使用持久化数组 [8] 实现拷贝数组即可做

到 ( log | |)O n Σ 。

四、同时支持前后插入删除

（一）回文树双端修改算法流程

在两端都有插入删除操作时，插入并不困难，跑非均摊的插

入算法即可。删除分为两个部分：求出当前串的最长回文前缀和

后缀、判断回文树上的这个节点是否需要删除。下面逐个解决。

定义 s 的子串 [ ],s l r 是重要的，当且仅当它是回文的，且不存

在 'l l< 满足 [ ]',s l r 是回文的，且不存在 'r r> 满足 [ ], 's l r 是回文

的。注意到重要子串的性质： s 的所有前缀中，重要子串有且仅有

一个，其就是 s 的最长回文前缀；后缀同理。于是，我们考虑维护

所有重要子串，令 iL 和 iR 分别存储以 i 开头 / 结尾的重要子串

（根据定义，若存在则唯一；不存在则设为 0 ），这样就能解决我

们的问题。

设当前 s 的最长回文后缀为 [ ],l n ，它的最长回文真前缀 / 后

缀的长度为 x 。在末尾插入 ns 时，我们加入了一个重要子串 [ ],l n

，并且将 [ ], 1l l x+ − 变为不重要。在末尾删除 ns 时， [ ],l n 变为不

重要，并且 [ ], 1l l x+ − 可能从不重要变为重要，依据 1l xR + − 当前的

值即可判断出 [ ], 1l l x+ − 是否变为重要。开头的插入删除同理。于

是插入删除时造成的修改都是 ( )1O 的，我们得以快速找出当前串

的最长回文前缀和后缀。

关于判断删除，我们考虑类似只有一端插入删除时的方法，

对于回文树上每个节点，记录它成为了多少次前缀的最长回文后

缀，或后缀的最长回文前缀，记为 tg 。

我们声称：对于任意字符串 s ，无论采用何种顺序插入，得到

的 tg 值都是一样的。

证明：我们只需要证明，对于任意字符串 s ，将其中的字符正

着插入一遍和倒着插入一遍，得到的 tg 值一样即可。如果该命题

成立，则运用归纳法，设长度 k< 的两个插入序列得到的 tg 值相

同，若第 k 次插入在同侧，则显然成立；若在异侧，则根据归纳

假设，可以将两个操作序列等价地看做是正着插入和倒着插入

的，此时得到的 tg 相同。

该命题等价于， s 的所有前缀的最长回文后缀组成的可重集

（记为 T ），和 s 反串的这个集合相等。记 s 的所有回文子串的字符

串本身组成的可重集为 S ，我们尝试证明 S 唯一决定了 T 。考虑字

符串长度从大到小地枚举 S 中的元素，设当前枚举到 t ，我们在 S

中删去 t 的所有回文真后缀恰好一个。整个过程结束后 S T= ，于

是原命题得证。

这样，我们说明了 tg 值是良定义的，并且执行插入删除时直

接用单侧插入删除的方法维护 tg 值是正确的。

使用持久化数组即可做到时空复杂度 ( log | |)O n Σ ，无均摊。

（二）代码实现

以下是该算法的 C++ 代码实现。为避免过于冗长，数组拷贝
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仅使用了朴素枚举的方法。

const int MN=1e6,MS=26; // 操作次数上界和字符集大小

int a[MN*2],L=MN,R=MN-1,cnt=2,len[MN],fail[MN],tr[

MN][MS],fa[MN],tg[MN],qk[MN][MS],lm[MN*2],rm[MN*2];

void init() // 初始化

{

 memset(a,-1,sizeof a);

 len[1]=-1,fail[1]=fail[2]=1;

 for(int i=0;i<26;i++)

  qk[1][i]=qk[2][i]=1;

}

void push_front(int c) // 开头插入

{

 int xl,xr;

 if(L>R)

  xl=xr=1;

 else

  xl=lm[L],xr=rm[R];

 a[--L]=c;

 if(a[L+len[xl]+1]!=c)

  xl=qk[xl][c];

 if(tr[xl][c])

  xl=tr[xl][c];

 else

 {

  tr[xl][c]=++cnt;

  fa[cnt]=xl;

  len[cnt]=len[xl]+2;

  if(len[cnt]==1)

   fail[cnt]=2;

  else

   fail[cnt]=tr[qk[xl][c]][c];

  xl=cnt;

  for(int i=0;i<26;i++)

   qk[xl][i]=qk[fail[xl]][i];

  qk[xl][a[L+len[fail[xl]]]]=fail[xl];

 }

 int r=L+len[xl]-1,t=fail[xl],l=r-len[t]+1;

 lm[L]=rm[r]=xl;

 if(len[xl]>1&&lm[l]==t)

  lm[l]=0;

 tg[xl]++;

}

void push_back(int c) // 末尾插入

{

 int xl,xr;

 if(L>R)

  xl=xr=1;

 else

  xl=lm[L],xr=rm[R];

 a[++R]=c;

 if(a[R-len[xr]-1]!=c)

  xr=qk[xr][c];

 if(tr[xr][c])

  xr=tr[xr][c];

 else

 {

  tr[xr][c]=++cnt;

  fa[cnt]=xr;

  len[cnt]=len[xr]+2;

  if(len[cnt]==1)

   fail[cnt]=2;

  else

   fail[cnt]=tr[qk[xr][c]][c];

  xr=cnt;

  for(int i=0;i<26;i++)

   qk[xr][i]=qk[fail[xr]][i];

  qk[xr][a[R-len[fail[xr]]]]=fail[xr];

 }

 int l=R-len[xr]+1,t=fail[xr],r=l+len[t]-1;

 rm[R]=lm[l]=xr;

 if(len[xr]>1&&rm[r]==t)

  rm[r]=0;

 tg[xr]++;

}

void pop_front() // 开头删除

{

 int xl,xr;

 if(L>R)

  xl=xr=1;

 else

  xl=lm[L],xr=rm[R];

 int r=L+len[xl]-1,t=fail[xl],l=r-len[t]+1;

 if(len[xl]>1&&len[lm[l]]<=len[t])

  lm[l]=rm[r]=t;

 else

  rm[r]=0;

 lm[L]=rm[L]=0;

 if(!(--tg[xl]))

  tr[fa[xl]][a[L]]=0;

 a[L++]=-1;

}

void pop_back() // 末尾删除

{
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 int xl,xr;

 if(L>R)

  xl=xr=1;

 else

  xl=lm[L],xr=rm[R];

 int l=R-len[xr]+1,t=fail[xr],r=l+len[t]-1;

 if(len[xr]>1&&len[rm[r]]<=len[t])

  lm[l]=rm[r]=t;

 else

  lm[l]=0;

 rm[R]=lm[R]=0;

 if(!(--tg[xr]))

  tr[fa[xr]][a[R]]=0;

 a[R--]=-1;

}

五、回文树构造算法的拓展

（一）广义回文树

上述算法可以拓展到如下问题：我们有若干个字符串，每次

操作在其中一个字符串的开头或末尾插入或删除字符，实时维护

所有串的回文树的并。我们对于每个串分别维护 ,L R 数组，并把

一个节点的 tg 值定义为它在所有串的回文树中的 tg 值之和，即可

解决该问题。

（二）持久化回文树

上述算法可以拓展到持久化回文树。

数组拷贝已经用持久化数组实现，我们可以将每个节点记录

qk 数组改为只记录一个版本号，即应有的 xqk 数组在持久化数组

里的版本号。对 qk 的拷贝和修改正常在持久化数组里进行，此外

算法中每次操作只有 ( )1O 次对数组值的修改（包括对记录的版本

号的修改），所以可以简单地将回文树的所有数组改为持久化数

组来实现持久化回文树。时空复杂度 ( (log log | |))O n n + Σ 。

六、两端插入删除算法的应用

上述算法不仅可以使很多经典问题支持在字符串的两端插入

删除，还能对于某些题目给出更直接的解法。

例如《基因》一题 [9]，给定长为 n 的字符串 s ， q 次查询 s 的

一个子串中本质不同的回文子串数量。以往的解法需要用到扫描

线等算法，思维难度较高。我们可以用莫队算法 [10] 将问题转化为

字符串两端插入删除并维护回文树的问题，再用本文中阐述的算

法解决，可做到时间复杂度 ( log | |)O n n Σ ，足以通过此题。该算

法的优点是较为直接，容易想到。

七、结束语

本文参考了回文树单侧修改的构造算法，设计出了重要子串和

tg 值的概念，成功解决了求出最长回文前后缀和判断是否需要删除

两个困难，提出了回文树双端修改算法，解决了在字符串两端插入

删除字符并维护回文树的问题。此外，本文讨论了广义回文树，并

用持久化数组解决了持久化回文树的问题。本文还引用了《基因》

一题，体现了回文树双端修改算法在字符串问题上的强大应用。
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